Materialien zur Vorlesung Lernen
Lerntheorie und Support-Vektor-Maschinen

Ralf Der
January 15, 2007

Allgemeine Bemerkungen zum Text: Die mit *** gekennzeichneten
Kapitel sind weiterfiihrend und stellen keinen Priifungsstoff dar!

1 Statistische Lerntheorie

Die statistische Lerntheorie macht allgemeine Aussagen tiber die Leistungsféahigkeit
von Lernmaschinen. FEinige ganz wenige Ergebnisse sollen hier vorgestellt
werden. Weiterfithrende Literatur siehe [1].

1.1 Lernen allgemein:

e Gegeben: Lerner als parametrisierte Funktion f (z;w) mit z € Q" C
R™ Inputvektor und w € RP Parametervektor. Beispiel Neuron f (z;w) =
g(w-x). p-q bezeichnet das Skalarprodukt zwischen den Vektoren

p,ge R, dh. p-qg=>3""_ it -

e Gegeben Menge Q = {(x;,y:) |z; € 2™ C R"} von Trainingsbeispielen,
y; ist der Sollwert zu x;. Fehler:

ZD (f (zs;w) , i) (1)



1.2

wobei m = #€ die Zahl der Datenpunkte ist und D (p,q) ist der
quadratische Abstand zwischen zwei Vektoren p und ¢

n

D(p,g)=llp—al* = (o — 0a)*

a=1

Gesucht w" mit F = Min, d.h.

w = argmin E (w)

Einige Ergebnisse der Lerntheorie:

Spezialfall Klassifikation: f : R"™ — {+1,—1} und y(x) € {+1,—1}.
f () heiBt dann auch Entscheidungsfunktion. Beispiel bipolares Neu-
ron f (z;w) = sign (w - x).

Statt E verwende mittleres empirisches Risiko der Fehlklassifikation
ermittlet aus m Datenpunkten (empirical risk)

1 m
R f] = EZIf(xi;w)—yil (2)
i=1
Das exakte Risiko ist
R[f] = Z |f (@isw) — yil P (i, y3)
i=1

mit P (x,y) die Wahrscheinlichkeit, dass die Trainigsinstanz (z, y) gezo-
gen wird.

Fiir eine gegebene Trainingsmenge 2 muss die Kapazitdt von f passend
gewahlt werden.

Maf3 der Kapazitdat: Vapnik-Chervonenkis-Dimension. Betrachte
eine Menge M = {z1, ..., o|z; € R™ Vi} von Datenpunkten mit Klassen-
labeln y (x;) = y; € {+1,—1}. Es gibt 2™ verschiedene Mdglichkeiten
der Zuordnung der x; zu einer Klasse.

Begriff des Shatterns (Zerschlagen): Eine Maschine f (z;w) kann eine
Menge von Trainingsbeispielen t; = (z;,y (z)),7 = 1, ..., m zerschlagen,
wenn es ein w gibt, so dass das Risiko R,,[f] =0, vgl. 1.
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e Die Vapnik-Chervonenkis-Dimension einer Entscheidungsfunktion f (z; w)
ist die grofite Zahl m von Datenpunkten in allgemeiner Lage die f (x; w)
zerschlagen kann. Anders: Fiir jeden Satz aus m Datenpunkten (bzw
Lernbeispielen) gibt es ein w so dass das Risiko R, gleich Null ist.
Oder: Die VC-Dimension einer Menge von Hypothesen H ist die max-
imale Anzahl von Beispielen m, die von H zerschlagen wird.

e Beispiel: Wie ist die VC - Dim. der Maschine (mit w € R'und x € R?)
[ (zyw) = sign (z -z —w) = sign (=] + 235 — w)
Antwort: VCD = 1. Die VCD der Maschine
f (z;w) = sign (w1 - © — ws)

ist gleich 2.

1.3 Hyperebenen-Klassifikator (line machines)

Vorbetrachtung: Hessesche Normalform einer Geraden bzw. Hyperebene
G: Ist gegeben durch einen Vektor w und eine Zahl d. Die Hyperebenen ist
die Menge aller Punkte x € R" fiir die

w-r=d

mit b € R' Geometrisch ist @ der Normalenvektor, d.h. ein Einheitsvektor
senkecht zur Hyperebene und d ist der Abstand der Geraden zum Ursprung
des Koordinatensystems. Mit einem beliebigen Vektor w schreiben wir

w-r+b=0

wobei jetzt der Abstand !

b
d=———
]

!'Wie bisher ist die Linge des Vektors w

n
lwl| = | > w?
i=1



ist. Fiir den Abstand A eines beliebigen Punktes x € R™ zur Ebene gilt

(3)

mit A > 0 (A < 0) wenn der Punkt tiber (unter) der Hyperebene G liegt
(oben ist wo w hinzeigt).
Die Entscheidungsfunktion

f(z;w,b) = sign (w -z +b)
gibt an ob ein Punkt x ober- oder unterhalb von G liegt. Fiir die VCD der
Maschine f (z;w,b) gilt:
Fiir 2—dimensionale Systeme ist VCD = 3. (fiir drei Punkte findet
man immer eine Trenngerade, fiir vier kann man leicht ein Gegenbeispiel

angeben.)
Fiir n—dimensionale Systeme ist

VCD =n+1

(Nichtrivial)

1.4 Anwendungen der VCD***

Man kann z.B . Aussagen iiber den zu erwartenden Fehler auf der Testmenge
machen: Sei m > VCD (mehr Datenpunkte als zur Festlegung der Maschine
notig) dann gilt mit Wahrscheinlichkeit 1 — §

R[f] < Bm[f] + ¢ (h,m, 0)

mit h = VCD und

2m 4
¢(h,m,5):\/(1n 7 +1)h+ln6

Fiir sehr grofle m gilt




2 Support-Vektor-Maschinen (SVM)

Die SVM sind eine der beliebtesten Lernmaschinen fiir typische Aufgaben-
stellung aus Mustererkennnung, data mining, Spracherkennung u.a. dar.

2.1 Lineare SVM

Aufgabe ist es, die Trennebene (Hperebene) G zu finden, die fiir gegebene
Punkte z;, i € {1,...,m} den groBten Rand (breitester Trennstreifen) zwis-
chen den Gebieten der beiden Klassen hat. Seien zunéchst zwei Punkte
r1 € R" und x5 € R™ mit Klassenlabel x1 — y; = 1 und 25 —— 35 = —1 be-
trachtet. Sei w-x+b eine Kandidaten-Trennebene. Bei geeigneter Skalierung
von w und b kénnen wir die Forderung dass die beiden Punkte den gleichen
Abstand zu G haben aber iiber bzw. unter dieser liegen durch die Bedingung
w-x1+ b=y und w- xy + b=y, oder

(w-xi—l—b)yi—l:O (4)

formulieren. Mit Gleichung 3 findet man, dass die Breite des Streifens par-
allel zu G zwischen den Punkten gerade 2/ ||w|| ist. Diese Breite gilt es zu
maximieren, was bedeutet ||w| zu minimieren. Wegen der Bedingungen (4)
heifit das, dass w gedreht und gestaucht bzw. gestreckt wird.

Allgemein kénnen mehr als zwei Punkte die Bedingung (4) gleichzeitig
erfilllen. Alle anderen Punkte sind dann weiter weg, fiir sie gilt (w - z; + b) y;—
1 > 0. Allgemein heiflen damit unsere Nebenbedingung fiir die Minimierung
von |Ju]

(w-z;+b)y; —1>0Vi=1,....m (5)

Wir haben deshalb das folgende

Optimierungsproblem: Minimiere ||w|| mit Nebenbedingungen (5).
Losung durch Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren. Wir definieren
die Lagrangefunktion des Problems

L(w,b,a) = 5wl = e (o + D)y — 1) )

wobei die a; die Lagrangeschen Mulitplikatoren sind, die den Einfluss der
Nebenbedingungen auf die Minimierung von [Jw||” haben. Wegen (5) muss

OQZO
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gelten. Das heift minimiere L beziiglich w und b und maximiere beziiglich
der ;. Die gesuchten Minima von L finden wir durch

oL _, oL
ow b

zm: oy =0, w= zm: QYT (7)
i=1 i=1

Die Maximierung beziiglich o liefert?

=0

mit Losungen

a; =0Vifir die (w-z;+b)y; —1>0

Es 7iiberlebt” also nur die im allgemeinen kleine Anzahl von Vektoren fiir
die
(w-x;+b)y;—1=0

gilt. Nur diese gehen in w ein (vgl. (7)), d. h. nur diese ”stiitzen” die
Hyperebene . Sie werden deshalb die Support-Vektoren von G genannt.
Geometrisch liegen sie auf dem Rand des Trennstreifens (engl. margin) zwis-
chen den Klassen. In einer physikalischen Interpretation (iiber die Lagrange-
funktion) summieren sich die durch die Support-Vektoren auf G ausgeiibten
Krifte F; = y;c;w = y;a;w/ ||w|| ebenso wie die Drehmomente? zu Null, siehe
(7).

Die Entscheidungsfunktion (gibt fiir einen beliebigen Datenvektor x
die Klasse aus) ist damit gefunden:

f (z) = sign (Z Yioy T - x; + b) (8)

€SV

2Klar, da fiir alle Vektoren z; mit (w - z; +b)y; — 1 > 0 wegen der Forderung o; > 0
der Beitrag —a; ((w - x; + b) y; — 1) am groBten (namlich gleich 0) ist wenn «; = 0.
3Betrachte die Kraft

—

F; = aiyw
(mit w = @/ ||d||), die auf einen Ortsvektor #; wirkt. Das Drehmoment ist
Tﬁi = fi X F‘z
(Kreuzprodukt der Vektoren). Die Summe der Drehmomente ist

m m
E fixaiyizbzg aiyifixﬁ):wxﬁ):O
i=1 =1



Die Summe l&uft also nur iiber die Support-Vektoren (a; > 0), die zusammen
mit b und den «; iiber das Optimierungsproblem gefunden werden.

2.2 Das duale Problem

Durch Umtransformation kann man mittels (7) das Optimierungsproblem
auch so formulieren

m 1 m
Mazimiere W (o) = Z o — 5 Z QOG Y YT - X 9)
i=1

2,j=1

mit Nebenbedingungen

a; > 0 Vi und Zaiyi =0 (10)

=1

Dieses Problem bildet meist die Grundlage fiir die praktischen Anwendungen

2.3 Nichtlineare SVM

Bisher nur linear separable Probleme losbar. Idee fiir nichtlineare Prob-
leme ist, in einem ersten Schritt, die Eingabedaten x; durch eine nichtlineare
Transformation ¢ : R" — R® so umzuwandlen, dass das nichtlineare Prob-
lem in ein linear trennbares tiberfiihrt wird, fiir das dann die Supportvektoren
gefunden werden kénnen. Im allgemeinen ist s > n, d.h. die Transformation

z— ¢ (z) (11)

ist mit einer Dimensionserh6hung verbunden. Die Vektoren ¢ (z) € R® heiflen
Merkmals-Vektoren (feature vectors), der von ihnen aufgespannte Raum der
Merkmalsraum. Formal ergibt sich der Ubergang zum nichtlinearen Problem
durch Ersetzen der Vektoren x bzw. x; durch ihre Merkmalsvektoren.

Man baut auf der Formulierung durch das duale Problem auf, d.h. auf
den Gleichungen (8), (9) und (10) und bildet die Skalarprodukte mit den
transformierten Vektoren. Es ergibt sich das Optimierungsproblem

m 1 m
Mazimiere W (o) = Z =g Z Qiyiyid () - ¢ (25) (12)
i—1 ij—1



mit Nebenbedingungen (10). Die Entscheidungsfunktion ist entsprechend

= sign (Z Yy @ o (z;) + b) (13)

€SV

Support-Vektoren sind durch «; > 0 ausgezeichnet.

2.4 Kernel-Maschinen

Das Auffinden einer geeigneten nichtlinearen Transformation ist in der Praxis
schwierig, vor allem sind die Merkmalsraume oft sehr hochdimensional. Man
umgeht die gesamte Problematik durch den Trick, ein Skalarprodukt zweier
Vektoren ¢ (p) und ¢ (¢) als einen Kern (engl. kernel) zu interpretieren

¢ (p)-¢(q) =k(p,q) (14)

und diesen direkt vorzugeben, ohne den Umweg iiber ¢ zu nehmen. Das
Optimierungsproblem lautet nun

Mazximiere W (« Z o — Z oioyyk (4, %‘) (15)
i,j:l

mit Nebenbedingungen (10). Die Entscheidungsfunktion ist

= sign (Z yioy; k(z,x;) + b) (16)

€SV

Support-Vektoren wie bisher durch «; > 0 ausgezeichnet.
Beliebte kernel-Funktionen sind

— (p-¢)" Polynomiale Klassifkation (homogen)

k(p,q)

k(p,q) = (p-q+1)" Polynomiale Klassifkation (inhomogen)
k(p,q) = exp(|lp— ql*/ 20”%) Gaussche radiale Basisfunktionen
k(p,q) = tanh(yp-q+ 6) Neuronale Netze



2.5 Nicht trennbare Mengen

Falls die Klassen nicht trennbar sind (Verrauschung der Klassen oder zu
viele Datenvektoren) kann man das folgende verallgemeinerte Problem durch
Einfiihren sog. Schlupfvariabler

£ =0 (17)
betrachten. Die Randbedingungen (5) werden dann relaxiert zu
(w-zi +0)y; — 1>~ Vi=1,...,m (18)

Die Zielfunktion fiir das Optimierungsproblem ist dann
I e 2
) 2 — (2

mit den Nebenbedingungen (17) und (18). Die Konstante C' wird von Hand
gewahlt und bestimmt wie sehr die urspriinglichen Randbedingungen (5)
an die Minimierung von ||w|” (das die Breite des Trennstreifens festlegt)
7aufgeweicht” bzw. relaxiert werden. Wir erlauben so, dass schlecht er-
fassbare Punkte auch fehlklassifiziert werden konnen. Die Konstante C'
legt. damit die Kosten fiir eine Fehlklassifikation bzw. die Weichheit des
Trennstreifens (margin) fest. Wir erhalten so eine soft margin hyperplane.

Die Zielfunktion fiir eine Kernel-Maschine in der dualen Fomulierung
lautet wieder (vgl. (15))

m 1 m
Mazximiere W (o) = Z @i~ Z i yiysk (i, ;) (19)
i=1

ij=1
mit Nebenbedingungen
0<q; <CViund Zaiyi =0 (20)
i=1

Der einzige Unterschied liegt also in der Einschrankung an die Lagrangeschen
Multiplikatoren a;.



2.6 Bemerkungen

Vorteile der Kernel-Maschinen:

e Systematischen Verfahren zur Losung nichtlinearer Klassifikationsprob-
leme druch nichtlineare Abbildung in einen Merkmalsraum.

e Durch die Kernelmethode bleibt die Abbildung x — ¢ (x) implizit, der
unterliegende Merkmalsraum kann oco-dimensional sein, ohne dass sich
das in der Rechenkomplexitét auflert.

e Auffinden der SVen ist quadratisches Optimierungsproblem, konvex
(keine lokalen Minima), vgl. (15).

e Losung in polynomialer Zeit moglich. Kein ”Fluch der Dimension”.

e Sparsamkeitsprinzip: Nur einige wenige Datenvektoren zur Definition
der Trennebene nétig (Kuhn-Tucker-Theorem: nur die «; # 0 die nahe
an der Hyperebene liegen (Abstand 1)

2.7 Mathematische Ergidnzungen*** (kein Priifungsstoff)

Mathematisch dient ein Kern (kernel) der Transformation zwischen Funktio-
nen. Sei g : R" — R! dann kann man diese transformieren

q(x)z/K<:c,s>g<s> ds

Das kann als die Anwendung eines durch K definierten Operators auf die
Funktion g betrachtet werden. Dieser habe Eigenwerte \; und Eigenfunktio-
nen ¢; (x) so dass

Ner(a) = [ K (@s)en (s

Ist K positiv semidefinit? so gilt Mercer ‘s Theorem:

K (z,5)=> Nei(z) e (s) (21)

4Das heift
/g(x)K(x,s)g(s) dx ds >0

fiir beliebige Funktionen ¢ (s). Fiir die Eigenswerte gilt dass diese nicht negativ sein
konnen.
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Definiere ¢ : R" — R*® oder ¢ (z) = (¢1 (7),..., ¢ (z))T mit ¢, = Ve ()
dann wird (?7?)

K (a,b) = ¢ (a)- ¢ (b) (22)
Der Merkmalsraum wird also durch die Eigenvektoren von K aufgespannt
— die Eigenfunktionen sind die Merkmale in dieser Darstellung. Umgekehrt

kann man auch zeigen, dass K in (22) fiir jede beliebige Funktion ¢ positiv
semidefinit ist.

3 Beispiel: Von RBF-Netzwerken to SVM

SVM haben eine gewisse Ahnlichkeit zu den radial basis function (RBF)
Netzwerken aus der Neuroinformatik. Diese bestehen aus einer Inputschicht
(Eingabe Vektor x € R"), einer Zwischenschicht und einer Ausgabeschicht
aus linearen Neuronen. Mathematisch ist das Netzwerk durch die Funktion
(betrachten nur ein Ausgabeneuron, d.h. f: R" — R')

[ (5 w,0) =Za¢P(Hx—C¢H)+b (23)

(w fasst alle Paramter aufler b zusammen) bzw. fiir einen Klassifikator
(Entscheidungsfunkion)

f (50,b) = sign (Z ap (la - el +b> (24)

=1

Die Funktion p : R' — R' heifit radiale Basisfunktion, Beispiel

p(u) = exp (—%)

die ¢; € R" sind die Zentren der Basisfunktionen. In der Praxis hat es sich
als giinstig erwiesen, mit normierten Basisfunktionen zu arbeiten, statt (23)
setzt man

f (@5 w) ZZM(HJJ—@H)JFZ? (25)

mit den normierten RBF

p(lx =l
it p(lr—cll)

11

r([le = ell) =



Der Unterschied zwischen (13) und (24) liegt bei Verwendung eines Gauss-
Kernels nur in der Wahl der Zentren ¢; und des Bias b, die bei den RBF Net-
zen "von Hand” eingerichtet bzw. gelernt werden miissen. Die Parameter
a; und b konnen leicht durch einen Gradientenabstieg auf dem Trainings-
fehler gelernt werden. Fir die ¢; kann man geeignete Eingabevektoren z;
auswahlen, was die Ndhe zu den SVM besonders nahe legt, mit dem Unter-
schied, dass die Support-Vektoren sich aus dem Optimierungsproblem au-
tomatisch ergeben.

Mit dem Fehler
2

E (z;w,b) = 5 (y*™' — f (2))

NN

folgt sofort fiir die linearen Gewichte

Aaj = e(y™ = f (@) p(lz —cl)
Ab = ¢ (ys‘)” —f (x))

Im Prinzip konnen die Zentren ebenso wie die Breiten o auch gelernt
werden (Gradientenabstieg). Vorteil ist die Tatsachen, dass das on-line geht.
Nachteil die vielen Nebenminima. In der Praxis verwendet man deshalb en-
tweder eine Auswahl von als wichtig empfundener Eingabevektoren x; oder

man nutzt unsupervised learning Verfahren wie Vektor-Quantisierer oder
selbstorganisierende Karten (siehe Script Neuroinformatik).
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