UNIVERSITÄT LEIPZIG

FAKULTÄT FÜR MATHEMATIK UND INFORMATIK

INSTITUT FÜR INFORMATIK

DIPLOMARBEIT

A DAPTIVE MATHEMATISCHE M ODELLIERUNG UND E NTWICKLUNG

EINES E CHTZEITSYSTEMS ZUR OPTIMALEN K ONTROLLE EINES

CHEMISCHEN R EAKTORS

VORGELEGT VON OLAF LUMMER

AM 26. AUGUST 1997

BETREUER: PRIV.-DOZ. DR. RALF DER

Danksagung

Einer Diplomarbeit sieht man die Mühe, die mit ihrer Fertigstellung verbunden war, nur selten an. Ebensowenig sieht man meist, wie viele Menschen letztendlich zum Gelingen bei getragen haben. Es ist mir deshalb eine angenehme Aufgabe, diesen Menschen hier meinen

Dank auszusprechen:

An vorderster Stelle möchte ich meinen Betreuer, Herrn Priv.-Doz. Dr. Der nennen, der mich auf organisatorischem wie wissenschaftlichem Gebiet hervorragend unterstützte. Sein persönliches Enga ge ment und seine große Bereitschaft, auf meine Probleme einzugehen, waren maßgeblich für den Erfolg dieser Arbeit.

Der Firma Wacker Chemie GmbH in Burghausen danke ich für die finanzielle Unterstützung sowie für die Möglichkeit, meine Diplomarbeit über ein Thema aus der betrieblichen Praxis durchführen zu dürfen. Inner halb dieser Firma gibt es zwei Mitarbeiter, denen ich zu besonderem Dank verpflichtet bin:

Herrn Dipl.-Ing. Th. List, auf dessen Vorschlag diese Arbeit zurückgeht, und der viel seiner kostbaren Zeit opferte, um dieses Projekt in die Realität umzusetzen, sowie

Herrn Dr. Dempf , Betriebsleiter und unter anderem für den ACAC-Reaktor verantwortlich, der keine Mühe scheute, mir die Praxis �seines^ Reaktors nahezubringen.

Zum Abschluß möchte ich ˘ stellvertretend für alle, die mich während dieser Arbeit mit Vorschlägen und Korrekturen unterstützt haben ˘ Herrn Jan Leipold danken, der die (hoffent lich) letzten grammatikalischen Fehler in großen Teilen dieser Arbeit aufspürte.

Leipzig, im August 1997

Inhaltsverzeichnis

Symbolverzeichnis ................................ ................................ ................................ ......................... 1

Einführung ................................ ................................ ................................ ................................ ....... 2

1 Grundlagen ................................ ................................ ................................ ................................ ... 4

1.1 Data Reconciliation ................................ ................................ ................................ .............. 4

1.2 Struktur des Modells ................................ ................................ ................................ ........... 4

1.3 Simulation ................................ ................................ ................................ ............................ 5

1.4 Modellierung von Fehlern ................................ ................................ ................................ ... 6

2 Ein neuer Algorithmus zur Data Reconciliation ................................ ................................ . 7

2.1 Anschauliche Darstellung des Verfahrens ................................ ................................ ......... 7

2.2 Grundlegende Funktionsweise: Behandlung zufälliger Fehler bei der Messung von

Zustandsvariablen ................................ ................................ ................................ .............. 9

2.3 Berechnung des Updateterms ................................ ................................ ........................... 11

2.4 Echtzeitfähigkeit ................................ ................................ ................................ ................ 13

2.4.1 Zeitfenstertechnik ................................ ................................ ................................ ... 13

2.4.2 Modifikation: dynamische Anpaßrate ................................ ................................ .... 15

2.5 Einbeziehen von Systemparametern ................................ ................................ ................ 16

2.6 Einbeziehen von Input-Variablen ................................ ................................ ..................... 18

2.7 Einbeziehen von systematischen Fehlern ................................ ................................ ........ 19

2.7.1 Erweiterung der Differentialgleichungen ................................ .............................. 19

2.7.2 Eine schnellere Alternative ................................ ................................ .................... 20

2.8 Einstellen der Anpaßrate ................................ ................................ ................................ .. 22

3 Diskussion des Algorithmus ................................ ................................ ................................ .. 24

3.1 Bedarf an Rechenzeit ................................ ................................ ................................ ......... 24

3.2 Leistungsvergleich mit dem NDDR-Algorithmus ................................ ............................ 26

3.3 Praxistauglichkeit ................................ ................................ ................................ .............. 27

4 Praktisches Vorgehen ................................ ................................ ................................ ............. 29

4.1 Test und Verbesserung des Verfahrens ................................ ................................ ............ 29

4.1.1 Untersuchung einer Grundidee ................................ ................................ .............. 29

4.1.2 Überarbeitung des Verfahrens ................................ ................................ ............... 31

4.1.3 Einfluß der Fensterbreite W ................................ ................................ ................... 32

4.1.4 Fensterbreite und Iterationsanzahl ................................ ................................ ....... 32

4.1.5 Einfluß von K ................................ ................................ ................................ ........... 34

4.1.6 Einbeziehen von Systemparametern ................................ ................................ ..... 35

4.1.7 Andere Objektsysteme ................................ ................................ ............................ 37

4.1.8 Einbeziehen systematischer Meßfehler ................................ ................................ . 41

4.1.9 Einbeziehen von Input-Variablen ................................ ................................ .......... 42

4.1.10 Abschließende Experimente ................................ ................................ ................. 44

4.2 Data Reconciliation am ACAC-Reaktor ................................ ................................ ............ 46

4.2.1 Der ACAC-Reaktor ................................ ................................ ................................ .. 46

4.2.2 Weiterentwicklung des Simulationsprogramms ................................ ................... 47

4.2.3 Anwendung des Algorithmus auf das ACAC-Reaktormodell ............................... 49

4.2.4 Test des Systems ................................ ................................ ................................ ..... 51

5 Zusammenfassung ................................ ................................ ................................ .................... 54

Anhang ................................ ................................ ................................ ................................ ........... 55

A-1 Partielle Ableitungen der Vorwärtsschätzung ................................ ................................ 55

A-2 Beschreibung der Testsoftware ................................ ................................ ........................ 57

A-3 Ausgewählte Quelltexte der Testsoftware ................................ ................................ ....... 60

Inhalt der beiliegenden Diskette ................................ ................................ ............................. 75

Literaturliste ................................ ................................ ................................ ................................ 76

Selbständigkeitserklärung ................................ ................................ ................................ ....... 78

Symbolverzeichnis

I Eingangsvariablen (gemessene Werte) x Zustandsvariablen (gemessene Werte)

O Ausgangsvariablen (gemessene Werte ) a Systemparameter

N Anzahl der Zustandsvariablen des Systems

NI Anzahl der Inputvariablen des Systems

NA Anzahl der Systemparameter f allg. Funktion, rechte Seite der expliziten Bestimmungsgleichg. des dyn. Systems x n

Vektor der Zustandsvariablen zum Zeitpunkt t n

I n

Vektor der Inputvariablen zum Zeitpunkt t n

I ’

, x ’ , a ’ wahre Werte der Eingangs- und Zustandsvariablen sowie der Systemparameter

I

� ’

, x � ’ , a � ’ Schätzwerte der Eingangs- und Zustandsvariablen sowie der Systemparameter

v( x �

n

) Vorwärtsschätzung ausgehend von x �

n

( )

v �

i n x partielle Ableitung der Vorwärtsschätzung von x �

n nach x �

n,i

v ( � , � )

a i n x a partielle Ableitung der Vorwärtsschätzung von x �

n nach a

i

r( x �

n

) Rückwärtsschätzung ausgehend von x �

n

E Fehlerfunktion für den Gradientenabstieg

e Anpaßrate (Schrittweite des Gradientenabstiegs) e i

dynamische Anpaßrate für die Position i im Zeitfenster

K Gewichtung für zusätzlichen Einfluß der Meßwerte auf den Gradientenabstieg u n,i

Updatewert für die Veränderung von x � n,i

L n,i

Zwischenterme im Runge-Kutta-Verfahren h Schrittweite für Approximationsterme

W Breite des Zeitfensters

M festgelegte Anzahl von Iterationen je Fensterschritt b systematische Fehler (Bias) der Messungen der Zustandsvariablen f i

b modifizierte Systemfunktionen mit Bias als zusätzlichem Parameter x i

b Meßwerte ohne Einfluß der zufälligen Fehler (nur biasbehaftet) z Zeitaufwand

Einführung

Die vorliegende Arbeit befaßt sich mit der Vorstellung eines neuen Ansatzes auf dem Gebiet der adaptiven mathematischen Modellierung und seiner Anwendung auf ein praktisches Problem aus der Tätigkeit der Wacker Chemie GmbH.

Für Zwecke der optimalen Steuerung eines Reaktors zur Erzeugung von Azetylazeton war dort ein Simulationssystem auf der Grundlage eines mathematischen Modells erstellt worden.

Beim Einsatz dieses Systems zeigten sich jedoch größere quantitative Abweichungen zwischen dem vom Simulationssystem vorhergesagten und dem tatsächlichen Verhalten des Reaktors.

Als Ursache dieses Problems vermutete man sowohl systematische Abweichungen bei den

Messun gen am Reaktor als auch Fehler bei der Identifikation gewisser Parameter des Modells.

Ziel dieser Arbeit sollte es daher sein, die Grundlagen für ein Pascal-basiertes On-line-System zu schaffen, das durch Korrektur der Meßwerte und Anpassung der Modellparameter mit Mitteln der Data Reconciliation die Qualität der Simulation (und somit auch die Effektivität der

Steue rung) erhöhen soll.

Ursprünglich war zu diesem Zweck eine Implementierung des von Liebman et al. (1992) vor gestellten NDDR-Algorithmus 1 im Gespräch, aufgrund eines Vorschlags von Dr. Der kam je doch der erwähnte neue Algorithmus zum Einsatz. Durch diese Entscheidung ergaben sich zwei wesent liche Aufgabenbereiche für die Diplomarbeit:

- Test und Weiterentwicklung des neuen Algorithmus

- Implementierung des Algorithmus im Rahmen des Simulationssystems

Bei der Darstellung der Ergebnisse in letzterem Aufgabenbereich mußte jedoch Rücksicht auf den Schutz von Betriebsgeheimnissen der Wacker Chemie GmbH genommen werden, eine ent - sprechende Verpflichtung war Teil meines Diplomandenvertrages.

Aus diesem Grund legte ich bei der Niederschrift dieser Arbeit die Betonung mehr auf die erste Teilaufgabe, was sich auch in der Gliederung widerspiegelt:

Das Kapitel 1 : Grundlagen stellt wichtige Begriffe und Konventionen bereit.

Das Kapitel 2 : Ein neuer Algorithmus zur Data Reconciliation befaßt sich mit der Darstellung des er wähnten neuen Algorithmus. Zunächst wird seine Funktionsweise für einfache Anwendungs fälle erläutert, anschli eßend werden einige Modifikationen vorgestellt, die es erlauben, auch komplexere Probleme zu lösen.

Das Kapitel 3 : Diskussion des Algorithmus faßt die wichtigsten Eigenschaften und Leistungen des Algorithmus zusammen.

1 NDDR = nonlinear dynamic data reconciliation

Das Kapitel 4 : Praktisches Vorgehen ist in zwei Abschnitte unterteilt, die je sich jeweils mit einem der genannten Aufgabenbereiche beschäftigen:

Der Abschnitt 4.1 : Test und Verbesserung des Verfahrens beschreibt die Experimente, die ich zur Erprobung und Verbesserung des Algo rithmus durchgeführt habe und gibt so auch einen

Überblick über die ständige Weiterentwick lung des Verfahrens.

Der Abschnitt 4.2 : Data Reconciliation am ACAC-Reaktor schildert die Auf gaben und Pro bleme beim Einsatz des Algorithmus am Modell des Reaktors sowie ihre Lösung.

Das Kapitel 5 : Zusammenfassung gibt in kurzer Form einen Überblick über die Ergebnisse dieser Diplom arbeit.

Im Anhang schließlich finden sich mathematische Herleitungen, Programmbeschreibungen und Quelltexte, die im Hauptteil der Arbeit keinen Platz fanden.

1 Grundlagen

1 .1 Data Reconciliation

Im Bereich des technischen Einsatzes von Computern und computergestützten Systemen kommt der Verarbeitung von Meßwerten eine große Bedeutung zu. Ob für Zwecke der Überwachung, Steuerung oder Analyse, stets ist es notwendig, durch Messungen ein möglichst genaues Bild über den Zustand und das Verhalten eines real existierenden Systems (des Objektsystems ) zu erhalten. Solche Messungen sind jedoch stets mit Fehlern behaftet:

- grobe Fehler

- systematische Fehler

- zufällige Fehler

Ziel der Data Reconciliation ist nun das Erkennen und Beseitigen derartiger Fehler (auf grobe

Fehler wird jedoch im Zusammenhang dieser Arbeit nicht näher eingegangen). Dabei werden

Abhängigkeiten zwischen den Ergebnissen verschiedener Messungen ausgenutzt.

Der einfachste Fall solcher Abhängigkeiten liegt bei redundanten Messungen vor, beispielsweise bei phy si ka lischen Experimenten durch häufige Wiederholung eines Versuchs. Mit Methoden der Aus gleichs rechnung kann hier zumindest der Einfluß zufälliger Fehler auf das Ergebnis erkannt und vermindert werden.

In technischen Anwendungen dagegen sind solche redundanten Messungen meist nicht durchführbar. Die be trachteten Sy steme sind in der Regel offene dynamische Systeme, deren Verhal ten darüber hin aus häufig nichtlinear ist. Messungen können hier nur in gewissen Zeit abstän den wiederholt wer den, wobei sich der Zustand des Objektsystems zwischen den Meß zeitpunkten ändern kann.

Zwar existieren auch in diesem Fall Abhängigkeiten zwischen den Ergebnissen ver schiedener

Messungen, jedoch sind diese meist komplexer Natur, weshalb hier vor allem der Einsatz von modell basierten Ver fahren erfolgversprechend ist.

Ein solches modellbasiertes Verfahren, welches nicht nur in der Lage ist, mit Hilfe eines

Systemmodells zufällige und systematische Fehler in den Meßwerten zu verringern, sondern auch das Modell selbst dem Objektsystem anzupassen (Systemidentifikation), ist Gegenstand dieser Arbeit und wird im Kapitel 2 näher erläutert.

1 .2 Struktur des Modells

Es erscheint sinnvoll, die Menge der betrachteten Systeme einigen Einschränkungen zu unterwerfen. Nur end lich dimen sionale zeitkontinuierliche dynam ische Systeme sollen betrachtet werden. Ein solches System besitzt drei Typen von Attributen (nach Möller 1992):

I ’ Eingangs- ( Input -)variablen sind in Betrag und zeitlichem Verlauf unabhängig vom betrachteten System x ’ Zustands- ( State -)variablen beschreiben vollständig den aktuellen Zustand des Systems

O ’ Ausgangs- ( Output -)variablen werden durch das System erzeugt, üben aber keinen Einfluß auf das System aus

Die Beziehungen zwischen diesen Attributen werden durch das allgemeine mathematische

Zustands mo dell beschrieben:

O t g t x t

f t

i i i i

’ ( ) ( ’ , ’ , )

’

( ’ , ’ , )

=

=

I x

I x

¶

¶

( 1 . 1 )

Damit läßt sich die Struktur dieses Modells so darstellen:

g ( I ’, x ’, t ) ò f ( I ’, x ’ ,t )

I ’ O ’ x ’ x

·

’

In den folgenden Kapiteln werde ich auf die gesonderte Betrachtung der Ausgangsvariablen ver zichten, da ihnen in den untersuchten Systemen praktisch keine Bedeutung zukommt. Die ge zeigten Verfahren lassen sich jedoch ohne weiteres auch auf Systeme anwenden, in denen die Modellierung solcher Ausgangsvariablen erforderlich ist.

1 .3 Simulation

Wie erwähnt, werden nur rein dynamische Systeme betrachtet. Daher ist es möglich, aus der

Kenntnis der Zustandsvariablen an einem Zeitpunkt t

0

und der Kenntnis der Eingangsvariablen im Intervall [ t

0

, t

1

] den Zustand des Systems zum Zeitpunkt t

1

vorherzusagen. Dies kann in sel te nen Fällen analytisch erfolgen, meist wird jedoch eine Simulation eingesetzt.

In praktischen Anwendungen gibt es hierbei aber eine Reihe von Problemen:

- eventuell können nicht alle Zustandsvariablen gemessen werden

- eventuell können bestimmte Eingangsvariablen nicht oder nicht zu jedem Zeitpunkt ge mes sen werden

- alle Messungen sind mit Fehlern behaftet

- das Modell beschreibt das reale System nicht vollständig oder nur mit begrenzter Genauig keit

- numerische Ungenauigkeiten

Diese Faktoren führen dazu, daß sich das Verhalten des Modells von dem des Objektsystems un terscheidet. Um diesen Effekt zu vermindern, können Techniken der Data Reconciliation ein gesetzt werden.

1 .4 Modellierung von Fehlern

Um die Leistungsfähigkeit der eingesetzten Algorithmen testen zu können, war es notwendig, diese mit Meßergebnissen zu konfrontieren, die mit bekannten Fehlern behaftet waren. Bei realen Meßergebnissen ist das kaum zu verwirklichen, so daß auch das Auftreten von Fehlern mo delliert werden mußte.

Dazu wurde die Simulation eines geeigneten mathematischen Modells als Objektsystem ein gesetzt. Den so ermittelten Werten der Input- und Zustandsvariablen wurden dann Fehler hinzugefügt:

x t x t b t i i i i

( ) ’ ( ) ’ ’ ( ) = + + e

( 1 . 2 ) x i

Meßwert der Zustandsvariablen x ’ i

wahrer Wert der Zustandsvariablen b ’ i

konstanter Bias der Messung (systematischer Fehler) e ’ i

(weißes) Rauschen in der Messung (zufälliger Fehler)

(analog erfolgt die Formulierung für die Inputvariablen)

Die Darstellung von systematischen Fehlern als einfacher Bias erscheint zunächst simpel, ist aber den Bedingungen der Praxis durchaus angemessen und wird auch in anderen Arbeiten

(Lieb man et al. 1992) ähnlich gehandhabt.

2 Ein neuer Algorithmus zur Data Reconciliation

In diesem Kapitel soll ein Algorithmus vorgestellt werden, der Probleme der Data Reconciliation und der Systemidentifikation auch unter Beachtung von Echtzeitforderungen sehr effizient lösen kann. Dieser Algorithmus wurde vom Betreuer der Arbeit, Herrn Dr. Der, am Institut für Infor matik der Universität Leipzig entwickelt und im Rahmen dieser Diplomarbeit erstmals getestet und weiter verbessert.

2 .1 Anschauliche Darstellung des Verfahrens

Da der verwendete Algorithmus recht komplex ist, möchte ich zunächst die Wirkungsweise des

Grundkonzeptes anschaulich beschreiben und erst in den folgenden Kapiteln zur mathe matischen Formulierung übergehen. Dabei werde ich mich anfangs auf die Behandlung eines

Systems mit nur einer Zustandsvariablen x beschränken, deren Messungen ein weißes

(gaußverteiltes) Rau schen überlagert ist. Ein geeignetes mathematisches Modell für das

System sei bekannt.

In einem x-t-Diagramm kann der Zustand des Systems nun durch eine Kurve dargestellt werden (nachfolgend als Sollkurve bezeichnet). Dem Beobachter, der die Messungen durchführt und aus wertet, ist diese Kurve jedoch unbekannt. Er kann nur in regelmäßigen Abständen

( D t ) Meß wer te x n

auf nehmen, die gaußverteilt um diese Kurve streuen. Das Ziel des Algorithmus besteht nun da rin, zu jedem Meßwert einen geeigneten Schätzwert x � n

zu finden. Dieser soll möglichst näher an der Soll kurve liegen und so wesentlich genauer als der Meßwert die wahre Größe der gemessenen Vari ablen zum Zeitpunkt der Messung beschreiben.

Der Algorithmus ist iterativer Natur: Zunächst werden die Schätzwerte mit den Meß werten initialisiert. Dann sollen die Schätzwerte schrittweise verbessert werden, indem sie in jedem

Schritt ein wenig in Richtung der Sollkurve verschoben werden. Die Richtung dieser Ver schiebung wird durch Ein satz des Modells bestimmt:

Man initialisiere x jeweils mit einem der Schätzwerte und bestimme mit Hilfe des Modells

(1.1) den Wert von x nach der Zeitspanne D t . Den so erhaltenen Wert bezeichne man als Vorwärts schät zung v( x � n

) . Im einfachsten Fall (alle Schätzwerte liegen auf der Soll kurve) wird diese Vorwärts schät zung gleich dem Schätzwert x � n+1

der nächsten Messung sein, ansonsten ist eine Korrek tur der Schätzwerte erforderlich: 2

2 Die Differenz zwischen Vorwärtsschätzung und nächstem Meßwert wird auch als Ausgangsfehler der Simulation bezeichnet, Methoden zur Systemidentifikation, die auf der Minimie rung dieses Fehlers beruhen, bezeichnet man als Ausgangsfehlermethoden .

Korrektur desSchätzwertsanhand der von ihmaus gehen den

Vorwärts schätzung

Berechnen der

Vorwärts schätzung

Initialisierung:

Schätzw.:= Meßwerte t

x

Vorwärtsschätzungen zu Beginn

Schätzwerte nach erster Korrektur

Vorwärtsschätzungen nach erster Korrektur

Sollkurve

Schätzwerte zu Beginn

Jeder Schätzwert x � n

wird ein wenig so bewegt, daß möglichst eine bessere Übereinstimmung

- des Schätzwertes x � n

mit der Vorwärtsschätzung v( x � n-1

)

- der Vorwärtsschätzung v( x � n

) mit dem nächsten Schätzwert x � n+1 er reicht wird. Die Berechnung der Vorwärtsschätzungen und die Korrektur der Schätzwerte wird solange wie derhol t, bis nur noch minimale Korrekturen auftreten.

Eine anschauliche Vorstellung des Algorithmus kann man erhalten, wenn man sich vorstellt, daß die kurzen Simulationsläufe von einem Meßzeitpunkt zum nächsten jeweils kurze Kurvenstücke im x-t-Diagramm beschreiben, 3 deren Anfangspunkt der betrachtete Schätzwert bildet und deren Endpunkt die zugehörige Vorwärtsschätzung liefert. Zwischen diesen Kurvenstücken gibt es Un stetig keiten, die vom Algorithmus durch Bewegen der Anfangspunkte

(der Schätzwerte) verrin gert werden. Aufgrund der anfänglich idealen Gaußverteilung der

Schätzwerte um die Soll kurve treffen sich die Kurvenstücke schließlich auf dieser Sollkurve ˘ die Unstetig kei ten sind beseitigt.

3 Bei jedem dieser Kurvenstücke handelt es sich um ein Teilstück einer Kurve aus der Schar der Lösungen der Differentialgleichung für x .

2 .2 Grundlegende Funktionsweise: Behandlung zufälliger Fehler bei der Messung von Zustandsvariablen

Zunächst soll der Algorithmus in seiner einfachsten Form dargestellt werden. Es werde angenommen, daß bis auf zufällige Fehler in den Messungen der Zustandsvariablen keine Fehler auf treten und das Modell vollständig u nd exakt sei. Ferner gebe es keine Input-Variablen. Alle

Zu standsvariablen werden in regelmäßigen Intervallen ( D t ) gleichzeitig gemessen:

t t n t x x t

n n i i n

= +

=

0

D

,

( )

Das Ziel des Algorithmus besteht nun darin, aus den verrauschten Meßwerten x n,i

Schätzwerte x � n,i

zu gewinnen, die möglichst nahe an den wahren Werten x ’ n,i

der Zustandsvariablen liegen.

Dabei wird die Tatsache aus genutzt, daß die wahren Werte alle derselben Lösung des Differential gleichungs systems (1.1) angehören müssen, also im Falle der exakten Lösung des Problems:

( )

� ’ v � , , �

, , , ,

x x x x n i n i n n N i

= =

- - 1 1 1

� ( 2 . 1 )

sein muß, wobei v die Lösung des Anfangswertproblems der Differentialgleichung (1.1)

darstellt:

( )

v � , , � ( )

, , x x y t

n n N i i n - -

=

1 1 1

� mit den Anfangswerten:

y t x t y

t f t

j n j n j

j

( ) � ( ), ( , )

- -

= =

1 1

¶

¶ y

Deshalb wird

( )

v � , , �

, , x x

n n N - - 1 1 1

� auch Vorwärtsschätzung ausgehend von x �

n-1 genannt und mit

( ) ( )

v �x t

n - 1 oder mit

( )

v �x

n - 1 bezeichnet. 4

Somit läßt sich eine Fehlerfunktion E definieren, die nichtnegativ ist und ein globales Mini-

mum (Null) annimmt, wenn die Schätzwerte identisch mit den unverrauschten Meßwerten

sind:

( ) ( )

E x

n i n i

i n

= -

- å å

1

2 1

2

v � �

, x ( 2 . 2 )

Der Algorithmus ist nun ein Gradientenabstiegsverfahren auf dieser Fehlerfunktion, die des-

halb auch als Energiefunktion bezeichnet wird.

4 Letztere Kurzschreibweise ist zwar mathematisch fragwürdig (die Bezeichnungen x �

i und x �

n

sind hier nicht völlig konsistent), vereinfacht aber die Darstellung erheblich. Um die Über sicht

zu wahren, dienen in dieser Arbeit die Indizes i und j stets zur Unterscheidung der

Systemvariablen, n und m zur Unterscheidung der Meßzeitpunkte.

Schritt 1: (Initialisierung)

für alle i,n : � :

, , x x

n i n i

=

Schritt 2: (Verbesserung der Schätzwerte)

für alle i,n : D � :

� ,

, x

E

x n i

n i

= - e

¶

¶

Schritt 3: (Wiederholung)

wiederhole Schritt 2, bis keine nennenswerten Änderungen mehr auftreten 5

Jede Ausführung des Schrittes 2 heiße im folgenden eine Iteration des Algorithmus.

Die Konstante e in Schritt 2 stellt die Schrittweite des Gradientenabstiegs dar (

0 < e < 1 ) und

soll künftig als Anpaßrate bezeichnet werden. Bei hinreichend kleinem Epsilon konver giert

das Verfahren des Gradientenabstiegs gegen ein Minimum der Energiefunktion.

Problematisch hierbei ist jedoch, daß die Energiefunktion (2.2) unendlich viele globale Mini ma

hat: Sie nimmt den Wert Null an, sobald alle x �

n,i zur selben Lösung des Differential gleichungs-

systems gehören. Die Meßwerte haben also hier keinen Einfluß auf die Lage der Minima, sie

wer den le diglich als Startpunkt für den Gradientenabstieg verwendet. Es scheint also fraglich,

ob der Al gorithmus immer gegen das richtige Minimum der Energiefunktion (die unverrausch-

ten Meß werte) konvergiert. Um dem zu begegnen, wird die Annahme ausgenutzt, daß die

Meßwerte einer Variablen jeweils gaußverteilt um die unverrauschten Werte streuen. Die

Energiefunktion wird leicht verändert:

( ) ( ) ( )

( )

E x x x

n i n i K n i n i

i n

= - + -

- å å

1

2 1

2

1

2 v � � �

, , , x mit K K Î ³ R konst ;. 1 ( 2 . 3 )

So werden unter den Minima der Energiefunktion jene bevorzugt, die nahe an den Meßwerten

liegen. Allerdings wird (besonders bei kleinem K ) die Lage der Minima geändert: Die Schätz-

werte bei Erreichen eines Minimums stellen nicht mehr notwendigerweise (stetige) Lösungen

des Dif feren tial gleichungs systems dar. Mit sinkendem K liegen die Minima immer näher an

den ver rauschten Meßwerten, die �Unstetigkeit^ der Ergebniskurven des Algorithmus nimmt

zu.

Für K ® ¥ erhält man wieder die ursprüngliche Energiefunktion. Nachfolgend wird daher

im mer mit der erweiterten Energiefunktion (2.3) gearbeitet, die Wahl von K wird im Kapitel

4.1 genauer betrachtet.

Bei den von mir durchgeführten Tests mit diesem Algorithmus zeigte sich ferner, daß es bei

gro ßem Epsilon in Schritt 2 auch von Bedeutung ist, in welcher Reihenfolge die Updates der

5 Alternative Abbruchkriterien sind in Abschnitt 2.4.1 beschrieben.

Schätz werte berechnet und angewendet werden. Die E inführung eines synchronen Updates

an stelle dieses Schrittes brachte Verbesserungen im Ergebnis:

Schritt 2a: (Ermittlung der Updates)

Bestimme alle u

n,i durch: u

E

x n i

n i

,

,

:

�

=

¶

¶

Schritt 2b: (Anwendung der Updates)

Verändere alle Schätzwerte: � : �

, , , x x u

n i n i n i

= - e

2 .3 Berechnung des Updateterms

Bei der Darstellung des Algorithmus im vorigen Kapitel wurde eine Formel für die Para me ter-

updates genannt:

D �

� ,

, x

E

x n i

n i

= - e

¶

¶

Die Auflösung gestaltet sich etwas langwierig:

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

D �

� v � � �

� v � � �

� v � � � ( )

,

,

, , ,

,

, , ,

,

, , , x

x x x x

x x x x

x x x x n i

n i m j m j K m j m j

j m

n i m j m j K m j m j

j m

n i m j m j K m j m j i j n m

j

= - - + - æ

è ç ö

ø

÷ æ

è ç ö

ø

÷

= - - + - æ

è ç ö

ø

÷ æ

è ç ö

ø

÷

= - - æ

è ç ö

ø

÷ + - - æ

è ç ö

ø

÷

-

-

- å å

å å

å e

¶

¶

e

¶

¶

e

¶

¶ d d

1

2 1

2

1

2

1

2 1

2

1

2

1

2 1

2

2 1 x

x

x

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) m

K n i n i

n i m j m j

j m

K n i n i m j m j m j

n i i j n m

j m

K n i n i n i n i n j n x x

x x

x x x

x

x x x x å

å å

å å

= - - + - é

ë ê ù

û ú æ

è ç

ç ö

ø

÷

÷

= - - + - - æ

è ç

ç ö

ø

÷

÷ é

ë ê

ê ù

û ú

ú æ

è ç

ç ö

ø

÷

÷

= - - - - + -

-

-

-

-

-

-

- + e

¶

¶

e

¶

¶ d d

e

1 1

2 1

2

1

1

1

1

1 1

, ,

,

,

, , ,

,

, , ,

�

� v � �

� v � � v �

�

� v � � v � � x

x x

x x

( )

( )

,

, v �

� j n j

n i j x

¶

¶ x

å æ

è ç

ç ö

ø

÷

÷

Die Schreibweise der partiellen Ableitungen der Vorwärtsschätzungen werde im folgenden ab-

ge kürzt:

( )

( )

v � :

v �

�

, i n j n j

n i x

x

=

¶

¶ x

Damit läßt sich die Updateregel etwas übersichtlicher formulieren:

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) D � � v � � v � � v �

, , , , , x x x x x

n i K n i n i n i n i n j n j i n j

j

= - - - - + - æ

è ç ö

ø

÷ -

- + å e 1

1 1 x x x ( 2 . 4 )

Noch besteht allerdings das Problem der Bestimmung der Vorwärtsschätzungen und ihrer

par tiellen Ableitungen, das nur in Ausnahmefällen analytisch gelöst werden kann. Zur nume-

rischen Lösung kann beispielsweise (für hinreichend kleine D t ) 6 das Runge-Kutta-Verfahren 7

eingesetzt werden:

( )

v( � ) �

( � , )

( � , )

( � , )

( � , )

, , , ,

,

, ,

, ,

, , x x L L L L

L x

L x

L x

L x n n n n n n

n n n

n n t

n n t

n n t

n n t

n n n n t

f t

f L t

f L t

f t L t t

= + + + +

=

= + +

= + +

= + +

D

D D

D D

D D

6

2 2

1 2 3 4

1

2 2 1 2

3 2 2 2

4 3

Die Formeln zur numerischen Bestimmung der partiellen Ableitungen können hieraus her-

gelei tet werden, was im Anhang A-1 näher dargestellt wird. Dabei ergeben sich jedoch zwei

wichtige Probleme:

- die Kenntnis der partiellen Ableitungen der Funktionen f ist notwendig 8

- die Berechnungen erfordern hohen Zeitaufwand

Daher habe ich an einfachen Modellen die Auswirkung numerischer Approximationen für die

partiellen Ableitungen auf die Leistungsfähigkeit des Algorithmus untersucht und habe fest-

ge stellt, daß es problemlos möglich ist, auch einfache Approximationen der Form

6 Wird D t zu groß, muß das Runge-Kutta-Verfahren als Mehrschrittverfahren eingesetzt wer-

den. Die Vorwärtsschätzung wird dann durch mehrere kleine Integrationsschritte bestimmt.

Die partiellen Ableitungen können in diesem Fall analog zum Anhang A-1 durch Anwendung

der allgemeinen Kettenregel bestimmt werden.

7 Einfachere Verfahren (Polygonzug) lieferten in den Versuchen keine zufriedenstellenden

Ergebnisse.

8 Bei einfachen �akademischen^ Modellen stellt dies kaum ein Problem dar, wohl aber beim

Einsatz in der Praxis, da dort erheblich komplexere Modelle der Regelfall sind.

¶

¶

¶

¶ v( � )

� v( � , , � , , � ) v( � , , � , , � )

v( � )

� v( � , , � , , � ) v( � , , � , , � )

,

, , , , , ,

,

, , , , , , x

x n j

n i n n i n N j n n i n N j

n j

n i n n i n N j n n i n N j x x x h x x x h x

h

x x x h x x x x

h

»

+ - -

»

+ -

1 1

1 1

2