2. Aussagenlogik

2.1 Syntax

"non

Aussagenlogik untersucht Verkniipfungen wie "und", "oder", "nicht", "wenn ... dann"
zwischen atomaren und komplexen Sétzen.

Sétze selbst sind entweder wahr oder falsch. Ansonsten ist ihre Bedeutung irrelevant.

Atomare Sitze werden durch beliebige Symbole reprisentiert: bei Schoning A1, A2, ...;

oft sind fiir den Benutzer Symbole bequem, die die intendierte Bedeutung wiedergeben

(Regen, Nass, Verwandt), werden bei Schoning als Abkiirzung fiir ein Aj eingefiihrt.

Nochmal: intendierte Bedeutung fiir die Logik irrelevant!!

Def. (Syntax der Aussagenlogik)

Sei A eine Menge von Symbolen (genannt aussagenlogische Variablen oder atomare
Formeln).

Die Menge der (aussagenlogischen) Formeln {iber A ist die kleinste Menge, fiir die gilt:

1. Jede atomare Formel aus A ist eine Formel.
2. Wenn F und G Formeln sind, so sind (F A G) und (F v G) Formeln.
3. Wenn F eine Formel ist, so ist —F eine Formel.

—F heif}t Negation von F, (F A G) Konjunktion von F und G,
(F v G) Disjunktion von F und G.

Eine Formel F, die als Teil einer Formel G vorkommt, heif3t Teilformel von G.

Abkiirzungen:
(F1 - F2) statt  (—F1 v F2)
(F1 & F2) statt  ((F1 AF2) v (—F1 A ~F2))

Bemerkung: man konnte diese Symbole auch direkt in der Definition der Syntax der
Aussagenlogik einfiihren. Die Einfiihrung als Abkiirzung vereinfacht aber Induktionsbeweise
tiber den Aufbau von Formeln.

Zu beachten: Implikation gibt umgangssprachliche Verwendung von "wenn...dann" nur
ndherungsweise wieder.

1) Wenn Leipzig in Sachsen liegt, dann dauert die Logikvorlesung 90 Minuten.

2) Wenn Leipzig Hauptstadt von Bayern ist, dann ist Goethe mit Madonna verheiratet.



Beide Implikationen logisch gesehen wahr, weil dann-Teil von 1 wahr und wenn-Teil von 2
falsch. Beide Sitze wiirde man so nie du3ern (Gricesche Konversationsmaximen, wenn ...
dann driickt in der natiirlichen Sprache haufig kausalen Zusammenhang aus, wird von Logik
nicht erfasst)

2.2 Semantik der Aussagenlogik

Ziel: jede komplexe Formel in Abhéngigkeit von den Wahrheitswerten der vorkommenden
atomaren Formeln zu wahr oder falsch auswerten.

Als Wahrheitswerte verwenden wir 0 (falsch) und 1 (wahr).

Def.: (Belegung)
Eine (Wahrheits-) Belegung ist eine Funktion I: A — {0,1}, wobei A die Menge der
atomaren Formeln ist.

Bem.: Belegungen werden oft auch Interpretationen genannt.

Def.: (Wahrheitswert komplexer Formeln)
Sei I eine Belegung. Wir erweitern I zu einer Funktion i: E — {0,1}, wobei E die Menge aller
Formeln ist, die aus atomaren Formeln in A aufgebaut sind:

1. Fiir jede atomare Formel Ai € A ist I(Ai) = I(Ai)

2.1(FAG)) = 1 falls I(F)=1und i(G) = 1
0 sonst

3.1((Fv G) = 1 falls I(F) = 1 oder [(G) =1
0 sonst

4.1(-F) = 1 falls i(F)=0
0 sonst

Da | Erweiterung von list, d.h. fur atomare Formeln mit I iibereinstimmt, schreiben wir
vereinfachend I statt I.

Beispiel:
Sei I eine Belegung, die A zu 1, B zu 0 und C zu 1 auswertet.
Wir bestimmen den Wahrheitswert der Formel ((A v B) A (—C v —B)).

I((AvB)A(=Cv—B))=1 gdw
I(AvB))=Tund [((—C v —B))=1 gdw
[I(A) =1 oder I(B) = 1] und [I[(—C) = 1 oder I(—B) = 1] gdw

[I(A) = 1 oder I(B) = 1] und [I(C) = 0 oder I(B) = 0]

DaI(A) =1 und I(B) = 0 ist diese Bedingung erfiillt, d.h. die Formel wird zu wahr
ausgewertet.

Weniger umsténdlich: wir ersetzen die atomaren Formeln durch ithre Wahrheitswerte und
propagieren (zu beachten: die so entstehenden Konstrukte sind keine Formeln!):
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Wirkung der Junktoren ldsst sich durch Wahrheitstafeln darstellen:
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Def. (Modell, Giiltigkeit, Erfiillbarkeit)
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Sei F eine Formel. Eine Belegung, die F zu 1 auswertet, heif3t Modell von F.

Falls I Modell von F schreiben wir: I |= F, falls nicht: I |# F.

Eine Formel F heif3t erfiillbar, wenn F mindestens ein Modell besitzt.

Unerfiillbare Formeln heiflen auch widerspriichlich (Kontradiktionen).

F heif3t allgemeingiiltig (Tautologie), falls jede Belegung Modell fiir F ist.

Notation: |= F fiir F ist Tautologie, |# F fiir F ist nicht Tautologie.

Eine Belegung ist Modell einer Menge von Formeln M, wenn sie jedes Element von M zu 1

auswertet. M ist erfiillbar, wenn M mindestens ein Modell besitzt.




Satz: F ist Tautologie gdw. —F unerfiillbar.
Bew.: F Tautologie gdw jede Belegung wertet F zu 1 aus gdw keine Belegung wertet —F zu 1
aus gdw —F hat kein Modell.

allg.giiltig erfiillbar unerfiillbar
nicht allg.giiltig

G F —F -G

Def.: (logische Folgerung)

Seien F1, ..., Fk, G Formeln. G folgt logisch aus {F1, ..., Fk} gdw jede zu F1, ..., Fk, und G
passende Belegung, die Modell von {F1, ..., Fk} ist, auch Modell von G ist.

Falls G logisch aus {F1, ..., Fk} folgt, so schreiben wir {F1, ..., Fk} |= G.

Eine passende belegung ist eine, die alle in F1, ..., Fk vorkommenden atomaren Formeln auf 0
oder 1 abbildet.

Satz: Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. G folgt logisch aus {F1, ..., Fk} .
2. ((...(F1 A F2) A... A Fk) — Q) ist Tautologie.
3. ((...(F1 A F2) A... A Fk) A —G) 1st unerfiillbar.

Bew.: Ubung/Folien
Beispiel: B folgt logisch aus {B v —=C, C}

Wabhrheitswert einer Formel F hingt nur von in F vorkommenden atomaren Formeln ab.

Wenn F n atomare Formeln enthélt, so gibt es 21 zu testende Belegungen. Diese konnen in
Wahrheitstafeln systematisch beschrieben werden.

A B (—A v B) (B v A) (FAvB)A(TBVA)
0 0 1 1 1
0 1 1 0 0
1 0 0 1 0
1 1 1 1 1

Rechte Spalte: Wahrheitsverlauf der jeweiligen Formel
Wabhrheitstafelmethode im Allgemeinen sehr aufwindig: exponentiell viele Zeilen.

Wie viele Formeln mit n atomaren Formeln und verschiedenen Wahrheitsverldufen gibt es?
Tafel hat 211 Zeilen, an jeder Stelle im Wahrheitsverlauf 1 oder 0, also: 2211



Satz (Monotonie der Folgerungsrelation): Seien H und H* Mengen von Formeln, so dass H
Teilemenge von H*. Falls F logisch aus H folgt, so auch aus H*.

Satz: Sei H eine unerfiillbare Menge von Formeln, F eine Formel. Es gilt H |=F.

2.3 Aquivalenz und Normalformen

Def.: (Aquivalenz)
Zwei Formeln F und G heiflen dquivalent (Notation: F = G), falls fiir alle Belegungen I gilt:
I(F) = I(G).

Satz: Seien F und G Formeln. F = G gdw. F <> G ist Tautologie
Satz: (Ersetzbarkeit)
Seien F und G édquivalente Formeln. Sei H eine Formel, die F als Teilformel besitzt. H'

entstehe aus H durch Ersetzen eines Vorkommens von F in H durch G. Dann gilt: H=H".

Beweis: Induktion uiber Formelaufbau von H.

Satz: Es gelten folgende Aquivalenzen:

(FAF) =F
(FvF) =F (Idempotenz)
FAG) =(GAF)
FvG) =(GvF (Kommutativitit)
(FAG)AH) =(FA(GAH))
(FvG)vH) =(Fv (GvH)) (Assoziativitit)
(FAFVG)) =F
(Fv(FAQG)) =F (Absorption)
FAGVH)=(FAGQG) Vv (FAR))
(Fv(GAH)=((FvG)A(FvH)) (Distributivitat)
—F =F (doppelte Negation)
“(FAG) =(CFv—G)
“(FvG) =(CFA=G) (de Morgansche Regeln)
(Fv G) =F, falls F Tautologie
(F A G) =G, falls F Tautologie (Tautologieregeln)
(F v G) =G, falls F unerfiillbar
(F A G) =F, falls F unerfiillbar (Unerfiillbarkeitsregeln)

Beweis: Wahrheitstafeln (Beispiel nach Wahl)

Bemerkung 1: wegen Assoziativitdt konnen Klammern wegfallen :

(A v B v C v D) anstelle von entsprechenden vollstindig geklammerten Formeln.

Weitere Klammerersparnis durch Weglassen duflerer Klammern und Bindungskonventionen:
— stérker als A starker als v stirker als — stéirker als <—



Damit kdnnen wir schreiben A A B v C — D statt (A A B) v C) - D)

Bemerkung 2: Mit Hilfe der de Morganschen Regeln 148t sich jede Formel in eine dquivalente
Formel ohne v bzw. ohne A umwandeln. {—, A} bzw. {—,v} geniigen also eigentlich als Basis
zum Aufbau der Syntax der Aussagenlogik (ebenso: {—, —} und andere Mengen).

Beispiel zum Gebrauch der Aquivalenzen:

—Bier — Fisch Bier v Fisch (1)

Eis v —Bier — —Fisch —(Eis v —Bier) v —Fisch (2)

(Bier v Fisch) A ( =(Eis v —Bier) v —Fisch) de Morgan

= (Bier v Fisch) A ((—Eis A =—Bier) v —Fisch) doppelte Negation
= (Bier v Fisch) A ((ZEis A Bier) v —Fisch) Kommutativitét

= (Bier v Fisch) A (ZFisch v (—Eis A Bier)) Distributivitét

= (Bier v Fisch) A ((—Fisch v —Eis) A (ZFisch v Bier)) = Kommutativitit
= (Bier v Fisch) A ((Bier v —Fisch) A (—Fisch v —Eis))  Assoziativitit
= ((Bier v Fisch) A (Bier v —Fisch)) A (—Fisch v —Eis))  Distributivitit

= (Bier A (Fisch v —Fisch)) A (—Fisch v —Eis) Kommutativitit
= ((Fisch v —Fisch) A Bier) A (—Fisch v —Eis) Tautologieregel
= Bier A (—Fisch v —Eis)

Def.: (Normalformen)

Ein Literal ist eine atomare Formel (positives Literal) oder die Negation einer atomaren
Formel (negatives Literal).

Eine Formel F ist in konjunktiver Normalform (KNF), falls sie eine Konjunktion von
Disjunktionen von Literalen ist.

Eine Formel F ist in disjunktiver Normalform (DNF), falls sie eine Disjunktion von
Konjunktionen von Literalen ist.

Bemerkung 1: Konjunktionen und Disjunktionen in der obigen Definition konnen eine
beliebige (endliche) Anzahl von Elementen enthalten. Das schliefit auch Konjunktionen und
Disjunktionen aus einer einzigen Teilformel mit ein (in diesem Fall kommt A bzw. v gar nicht
vor!).

Z.B. A A B ist sowohl in KNF (Konjunktion von 2 Disjunktionen aus jeweils einem Element)
als auch in DNF (eine einstellige Disjunktion, die als Element die Konjunktion von A und B
enthalt).

Bemerkung 2: es gibt unterschiedliche Formeln in DNF (KNF), die dquivalent sind:
Beispiel (DNF)

(AABAC)V(AABA—C)vF dquivalent zu

(AAB)VF

Satz: Fiir jede Formel F gibt es eine dquivalente Formel inKNF und eine dquivalente Formel
in DNF.

Beweis durch Induktion tiiber Formelaufbau von F.



Algorithmus zur Umformung einer Formel in KNF:
Gegeben: Formel F (Abkiirzungen — und <— seien bereits ersetzt)
1. Ersetze in F jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart
——G durch G
—(G v H) durch (-G A —H)
—(G A H) durch (—G v —H)
bis keine solche Teilformel mehr vorkommt.

2. Ersetze in F jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart

(F v (G AH)) durch ((F v G) A (F v H))
((F A G) v H)) durch ((F v H) A (G v H))

bis keine solche Teilformel mehr vorkommt (ausdistribuieren).
(Bei Umformung in DNF muss im letzten Schritt v und A vertauscht werden)
In Schritt 1 wird die Negation schrittweise nach innen verschoben, bis sie nur noch vor

Atomen vorkommt. In Schritt 2 wird die Disjunktion nach innen geschoben, bis die
gewiinschte Form erreicht ist.

Beispiel:

(A—>B)->(B—=>0) Eliminieren —
“(A=>B)v(*Bv () Eliminieren —
“(“fAvB)v(“Bv () de Morgan, doppelte Negation
(AAB)v—-BvC schon in DNF, Distributivitat
(Av—-B)A(Bv-B))vC Distributivitét
(Av-BvC)A(Bv—-BvC(C) KNF

Weitere Vereinfachung: wegen Idempotenz und da A A (A v B) dquivalent zu A:
(7B v C) (diese Schritte sind im obigen Algorithmus noch nicht enthalten)

Bemerkung: KNF und DNF konnen auch direkt aus Wahrheitstafel abgelesen werden.

DNF: Die Konjunktionen von Literalen entstehen aus Zeilen, fiir die der Wert von F 1 ist.
Atome, deren Wert in der Zeile 1 ist, werden positive Literale, die anderen negative.

KNF: Die Disjunktionen von Literalen entstehen aus Zeilen, fiir die Wert von F 0 ist.
Atome, deren Wert in der Zeile 0 ist, werden positive Literale, die anderen negative.



(dass das so korrekt ist sieht man wie folgt: Bilde DNF fiir —F, wende de Morgan an. Das
liefert Formel —G, so dass G in KNF, also G KNF von F. In G wurden alle positiven Literale
der DNF zu negativen und umgekehrt)

Beispiel:

ABC (A—>B) (B—> 0 (A—>B)—>(B—->0
000 1 1 1

001 1 1 1

010 1 0 0

011 1 1 1

100 0 1 1

101 0 1 1

110 1 0 0

111 1 1 1

Ablesen DNF:

CAABAC)VCAABAC)V... V(AABACQ) insgesamt 6 Konjunktionen

Ablesen KNF: (Av -BvC)A (A v “Bv ()
dquivalent zu (—B v C)

Warum funktioniert das? DNF fiir —F:
D=CAABA-C)Vv(AABAA—C)
Durch Negieren entsteht:
K=~=(tFAABA=C)v(AABA—(C))

“(CAABAC) A =(AABA—C)
(Av-BvCO)A (CFAv—BvCO)



