8. Turingmaschinen und kontextsensitive Sprachen

Turingmaschinen (TM) von A. Turing vorgeschlagen, um den Begriff der Berechenbarkeit
formal zu préazisieren.

Intuitiv: statt des Stacks bei Kellerautomaten verfligt eine TM uber ein potenziell unendliches
Band, dessen Felder Zeichen des Arbeitsalphabets enthalten konnen. Ein Lese/Schreibkopf
kann sich an einer beliebigen Position des Bandes befinden und jeweils eine Position nach
rechts oder links wandern. Die Eingabe befindet sich im Startzustand auf dem Band.

Def.: Eine Turingmaschine ist ein 7-Tupel M = (Z, 2, I, 6, 2o, [, E). Hierbei ist

Z endliche Zustandsmenge
2 Eingabealphabet
I"Arbeitsalphabet

& Uberfuihrungsfunktion

zZo Anfangszustand

1 Leerzeichen (Blank)

E Endzustande

falls M deterministisch: 8:ZxT — ZxT x{L,R,N}
falls M nichtdeterministisch: 8:ZxTI' > Pot(Z xI' x{L,R,N})

Def.: Eine Konfiguration einer TM ist ein Wortk e 7*Z7*.

Intuitiv repréasentiert die Konfiguration a;...anzb;...b, den Zustand

D D D al e am b]_ e bn D

T

Die Eingabe x der TM steht auf dem Band: Startkonfiguration zox

Def.: Die Konfigurationstibergangsrelation |-- ist wie folgt definiert:

ai...amzbs...by |-- az...amz'ch,...b, falls (z', ¢, N) € 8(z,b1), m>0,n>1
ai...amzbs...by |-- az...amcz'by...by falls (z', ¢, R) € 6(z,b;)), m>0,n>2
aj...amzbs...by |-- a1...am-12'amchy...by, falls (z',c, L) € 6(z,b;)), m>1,n>1

Sonderfalle, bei denen neues Feld besucht wird:

ai...amzbs...b, |-- a1...amez'l] falls (z', ¢, R) € 6(z,b;)), m>0,n=1
zb;...b, |-- Z'Ocb,...by falls (z',c, L) € 8(z,b;)), m=0,n>1



Def.: Die von einer TM M akzeptierte Sprache ist:
TM)={x e Z*|zox |--* azP,z € E,a,p eT™*}
Ein einfaches Beispiel:

Ml = ({qu 41, qf}= {031}9 {031’ D}’ 6! o, D’ {qf})

mit  §(qo,0) = (q1,0,R)
8(qll]—) = (qo,l,R)
8(qllD) = (qﬂDIN)

Ubergange:
4602010 |- 0911010 |-- 010010 |-- 010;10 |-- 0101qg0 |-- 01010g: 7 |-- 01010g;[]
erkennt (01)*0

weiteres Beispiel: deterministische TM M, die Zeichenketten aus 0,1 erkennt, in denen
genauso viele Nullen wie Einsen vorkommen.

Idee: wir lesen das erste Symbol und merken uns im Zustand, welches es war. Dann lesen wir
das zweite. Wenn es das andere Symbol ist, dann I6schen wir es und machen rechts weiter.
Wenn nicht, dann I6schen wir es auch, merken uns aber, dass wir eine Position suchen
missen, die das andere Symbol enthélt. Diese wird durch das erste Symbol ersetzt, wir gehen
an den neuen linken Rand zuriick usw.

ga Anfangszustand gr Endustand

go Null gelesen g: Eins gelesen

So Null zu tberschreiben s; Eins zu Uberschreiben
gr suche linken Rand

6(0,0) = (do.[1.R) 5(ar,0) = (ar0,L)
6(a,1) = (q.[.R) 6(dr1) = (gr1,L)
6(qa:D) = (Qf,DaN) 8(qst) = (qa:DaR)
S(QLO) = (quDaR) 8(80!1) = (SO!lvR)
8(do,1) = (da,[1.R) 8(s0,0) = (0, 1,L)
d(q1,1) = (so.[1,R) d(s1,1) = (ar,0,L)
8(0o,0) = (s1,L1,R) 8(51,0) = (51,0,R)

Konfigurationsiibergédnge bei Eingabe 110100:

0110100 |- [0 q210100 |- 00 $00100 |- Og; 01100  |-- 00ga1100 |-
[00qu100 |- 0000800 |- O00g 010 |- 0000qel0 |-
000000 |- 000000ga0
|- 0000000



Bisher: TMs, die Sprachen akzeptieren. Man kann auch die im Endzustand auf dem Band
stehende Zeichenkette als Rechenergebnis betrachten.

Beispiel:

Mz = ({0o, 91, G2, Gf}. 10,1}, {01, (1}, §, do, [, {qr})

mit  §(qo,0) = (o,0,R)
8(do,1) = (9o, 1,R)
8(qOID) = (QLDJ—)

8(01,0) = (92,1,L)
8(q1|1) = (quoll—)
8(quD) = (qf,l,N)

8(q2|0) = (q21O|L)
8(q2|1) = (q211||—)
8(q2, 1) = (ar, LLR)

Intuitiv: Wandern an rechtes Ende der Eingabe, Ersetzen der am weitesten rechts stehenden 0
durch 1, aller rechts davon stehenden 1en durch 0; wenn keine 0 vorkommt, dann 1 vor
Eingabe schreiben und alle 1 en in 0 umwandeln: entspricht +1 in Binérdarstellung

0ol0 |-- 1900 |-- 10qo(7 |-- 11000 |-- Q21100 |-- Q201100 |-- [Cigel 10

Qoll |-- 190l |-- 11qo[0 |-- 11100 |-- 21000 |-- g1 OO |-- qe100 ]

Satz1: Die durch Turingmaschinen akzeptierbaren Sprachen sind genau die Typ-0 Sprachen.

Beweis: spater.

Eine Turingmaschine heif3t linear beschrénkt (LBA, linear bounded automaton), wenn sie bei
ihrer Berechnung immer mit dem Teil des Bandes auskommt, auf dem die Eingabe steht.

Bei solchen TMs wird das Eingabealphabet X verdoppelt: zu jedem Eingabesymbol a gibt es
ein neues Symbol &: X'=% U { &|a € X} (manchmal verwenden wir auch a'). Die neuen
Symbole dienen dazu, den rechten Rand der Eingabe zu markieren, den die TM nicht
uberschreiten darf.

Def.: Eine nichtdeterministische Turingmaschine M heil3t linear beschrénkt, wenn fir alle
a;...an1a, € 2" und alle Konfigurationen oz mit zoay...an18, |--* azB gilt: |af| < n.

Von LBA M akzeptierte Sprache:
T(M) ={a;...a0-18n € * | Zoa1...8n1841 |--* azPB,z € E, 0, B € *}

Unsere TM M; ist fast linear beschrankt (1 Blank zuviel). L&sst sich beheben durch geeignete
zusatzliche Regeln fiir 1' und 0.



M = ({q07 q17 qf}’ {05]‘70'7]"}5 {0717 0'7 1'7 D}’ 87 qo’ D, {qf})

mit  §(qo,0) = (q1,0,R)
8(q1,1) = (90, 1,R)
8(qolol) = (CIfyO"N)

Ubergénge:

9001010' |-- 031010’ |-- 01Go010" |-- 010q;10' |-- 0101gg0" |-- 0101g;0"

Satz 2: Die von linear beschrankten, nichtdeterministischen TMs akzeptierten Sprachen sind
genau die kontextsensitiven (Typ 1) Sprachen.

Beweis (Skizze): (<=)

Sei A = L(G) fir die kontextsensitive Grammatik G. Man kann eine TM M konstruieren, die
nichtdeterministisch fur jede Regel u -> v in der Grammatik pruft, ob v auf dem Band steht,
und falls das der Fall ist v durch u ersetzt. Falls u kiirzer ist als v, so werden die
Bandsymbole, die rechts von v vorkamen, entsprechend nach links verschoben. Genau dann,
wenn - abgesehen von Blanks - nur noch das Startsymbol S auf dem Band steht, wird das
urspriingliche Wort aus G erzeugt.

(=)SeiM=(Z,Z,T, 9, zo, [1, E) LBA. Wir definieren eine kontextsensitive Grammatik G,
die T(M) generiert.

Um Konfigurationen zu beschreiben, brauchen wir Symbole aus A=T U (Z x I).
Konfigurationen a;...an-1Zan...an Werden dargestellt als Worter (der L&nge m!) der Gestalt
a1...an-1(2, an)...am Uber A.

5-Ubergéange von M konnen durch kontextsensitive Regeln beschrieben werden. So ergibt
etwa (q',b, R) € 8(q,a) die Regeln

(9,a)c -> b(q',c) fiirallec e T.

Wir nennen die auf diese Weise insgesamt entstehende Regelmenge P'. Mit P' lassen sich
genau die Konfigurationsiubergange von M modellieren.

Allerdings miissen wir uns in der Grammatik aber auch die Eingabe von M "merken™ und
diese nach Erreichen eines Zielzustands in M erzeugen. Das ist nétig, weil die TM ja die
Eingabe maglicher Weise tberschreibt. Wir muissen deshalb nicht nur die aktuelle
Konfiguration durch ein Wort a;...an1(z, an)...am Uber A beschreiben, sondern auch, was
anfangs auf dem Band gestanden hat. Das macht man, indem man jeweils Paare bestehend aus
einem Symbol aus A und einem Symbol aus X als Variablen der Grammatik verwendet. Die
Zeichenkette der Lange m:

(@z,X1)...(an-1,Xn-1)((z, an), Xn)...(@m,Xm)

beschreibt die aktuelle Konfiguration a;...an-1za,...am SOwie gleichzeitig, dass das Eingabewort
X1...Xm War (und damit auf dem Band anfangs x;...X'n, gestanden hat).

G wird nun auf folgende Weise definiert: G = (V, X, P,S) mit



V= {S,A}U(AxY)

P= {S->A@a)|ae}u €))
{8>(z0 .8a)|aeX}u ()
{A->A(a,a)|ae}u 3)
{A->(zp,8),a)|aec X}y 4)
{(a1, @)(az, b) -> {(B1, @)(B2, b) [a, b € X, ouaz -> 1Pz € P} L 6))
{((z,a,b)->b|zeE,acT,beX}u (6)
{(ab)->blael,beX} (7)

Wie Dbereits erldutert werden Konfigurationen und Eingabe durch Paare représentiert, wobel

die 1. Komponente zur Beschreibung der aktuellen Konfiguration gehort, die 2. Komponente

zur Beschreibung der Eingabe.

Zunachst (Phase 1) wird mit Regeln aus (1)-(4) eine beliebige Anfangskonfiguration erzeugt:
S =>* ((zo, a1), a1) (a2, @) - (@n-1, an-1) (an, an)

Dann (Phase 1) werden mit Regeln aus (5) Konfigurationstibergédnge von M modelliert.

Wenn ein Endzustand erreicht wird, so wird (Phase 111) durch Entfernen der jeweils 1.
Komponente die urspringliche Eingabe von M mit der Grammatik generiert.

Beispiel: wir betrachten die TM fir (01)*0:

M = ({q()’ qu qf}’ {01 11 0'9 1'}3 {09 19 0'3 1'3 D}a 81 qu Ds {qf})

mlt S(CIO'O) = (QLO'R)
S(CIL]-) = (qo,l,R)
8(00,0) = (4r,0',N)

Wir definieren zunéchst auf Basis dieser 3 Regeln P":

(90,0)c -> 0(qy,c) filrallec e T;

(90,000 ->0(01,0)  (do,0)1->0(A1,1)  (90,0)0"->0(q1,0)  (9o,0)1' -> 0(qy,1)
(90,0)) -> 0(qs,[)

(g1,2)c -> 1(qo,c) fur allec e T;

(01,1)0 > 1(90,0) (91, 1)1->1(0,1)  (d1,1)0"->1(q0,0) (s, 1)1"-> 1(qo,1)
(G2, 1) ->1(do, )

sowie:

(00,0) -> (ar,0)

G = (V, X, P, S) besitzt folgende Regeln P:



S -> A(0',0) S->A(l1) (1)

S ->((90,0%,0) S->((q.1),1) )
A -> A(0,0) A->A(L1) 3)
A ->((00,0),0) A -> (0o, 1),1) 4

{(0u, )(oz, b) -> {(B1, @)(B2, b) [a, b € Z, oz -> B1P2 € P'} (%)

Also fir jede der 11 Regeln in P' genau 4 Regeln. Beispielsweise fur (q;,1)0 -> 1(qo,0):

((02,1),0)(0,0) -> (1,0)((90,0),0)  ((42,1),0)(0,1) -> (1,0)((q0.0).1)
((01,1).1)(0,1) > (1,1)((2.,0).1)  ((92,1),1)(0,0) -> (1,1)((90.0).0)

((ar,1),0) ->0 ((ar,0),0) -> 0 ((ar, 0),0)->0 (6)
((ar,1),0)->0 ((9r,07,0)->0

((ar.1),1) ->1 ((ar,0),1) ->1 ((ar. 0),1)->1

((9r,17),1) ->1 ((gr,0),1) ->1

@w->1 @n->1 (@OHY->1 (©01->1 (1,1)->1 @)

(1,00->0 (1',0)->0 (0,00->0 (0,0)->0 (0,0)->0

Beispiel-Ubergange in der TM bei Eingabe 010:
00010’ |-- 0q110' |-- 010" |-- 01 O’

Entsprechende Ableitung von 010 in G:

S |-- A(0',0) |-- A(1,1)(0,0) |-- ((90,0),0) (1,1) (0',0) Phase |
I-- (0,0) ((91,1),1) (0',0) |-- (0,0) (1,1) ((9o, 0),0) |-- (0,0) (1,1) ((ar, 0'),0) Phase Il
|- 0 (1,1) ((qr, 0",0) |-- 01 ((q, 0%),0) |-- 010 Phase Il

Bemerkung: aus diesem Beweis lasst sich sofort ein Beweis flr Satz 1 herleiten: wir missen
nur die Bedingung der linearen Beschrankung und die entsprechende Bedingung der
Grammatikregeln (Typ 1) weglassen: bei allgemeinen Grammatiken muss moglicherweise
neuer Platz auf dem Band belegt werden, und es sind entsprechende Verschiebungen des
Bandinhaltes notwendig.

Hinweis: Es ist bis heute ein offenes Problem, ob deterministische linear beschrankte
Turingmaschinen dieselben Sprachen akzeptieren wie nichtdeterministische oder nur eine
echte Teilmenge

Bei beliebigen TMs sind deterministische und nichtdeterministische dquivalent (in dem Sinn,
dass sie dieselbe Klasse von Sprachen akzeptieren)!



9. Uberblick tiber die wichtigsten Ergebnisse der Vorlesung

Typ Grammatik Automat Abschl.
8 U Kompl. | Produkt *
3 regular DEA, NEA ja ja ja ja ja
det.kon.fr. LR(k) DPDA nein nein ja nein nein
2 kontextfrei PDA nein ja nein ja ja
1 kontextsensitiv LBA ja ja ja ja ja
0 allgemein ™ ja ja nein ja ja
Aguivalenz von deterministischen/nichtdeterministischen Automaten:
DEA NEA ja
DPDA PDA nein
DLBA LBA ? ungelost
DTM ™ ja
Entscheidbarkeit:
Wortproblem | Leerheitsproblem Aquivalenz Schnittproblem
wel? L=g? Li=Ly? Linl,=07?
Typ3 ja (O(m) ja ja ja
det. kontextfrei ja (0O(n)) ja ja nein
Typ 2 ja (O(n%) ja nein nein
Typ 1l ja (exp.) nein nein nein
Typ O nein nein nein nein




