3. Regulire Sprachen

Bisher wurden Automaten behandelt und Aquivalenzen zwischen den verschiedenen
Automaten gezeigt. DEAs erkennen formale Sprachen. Gibt es formale Sprachen, die nicht
erkannt werden? Wenn ja, welche? Wir werden sehen, dass genau die sogenannten regulidren
Sprachen erkannt werden.

3.1 Reguldire Ausdriicke

Reguldre Sprachen lassen sich iiber reguldre Ausdriicke definieren. Wir bezeichnen die
Sprache, die durch einen Ausdruck E représentiert wird, mit L(E).

Def.: Die Menge der reguldren Ausdriicke (iiber dem Alphabet ) ist die kleinste Menge, die
die folgenden Bedingungen erfiillt:

Ausdruck Sprache
1. €und & sind regulidre Ausdriicke. L(e)={¢} und L(D) = C.
2. ae X istreguldrer Ausdruck. L(a) = {a}
Wenn E und F regulidre Ausdriicke sind, dann
3. (E+F) und (EF) sind reg. Ausdriicke. L((E+F)) = L(E) u L(F)
L((EF)) = L(E)L(F)
4. E* ist reguldrer Ausdruck. L(E*) = (L(E))*

Bindungsstirken: * > Konkatenation > +

Beispiele iiber Alphabet {0,1}:
(OD*, ((01)* + (00)*), (11)1)

duBere Klammern konnen entfallen, ebenso solche, die wegen Assoziativitit von + und
Konkatenation nicht notwendig sind:

(E1+E2)+E3 = E1+(E2+E3) deshalb einfach E1+E2+E3
(ElEz)Eg = El(EzEg) deshalb einfach E1E2E3
aber: (01)* #01* * bindet stidrker
(01)+0 # 0(1+0) (01,0} versus {01,00} Wichtig: @S=S@=2

Beispiel: gesucht reguldrer Ausdruck fiir die Sprache der Worter iiber X={a,b,c}, die
mindestens ein a und ein b enthalten:

((a+b+c)*a(a+b+c)*b(a+b+c)*) + ((a+b+c)*b(a+b+c)*a(a+b+c)*)
(a+b+c) abgekiirzt durch ¥ also X"aXbL” +X bX aX”
Def.: Sprachen, die durch regulédre Ausdriicke beschrieben werden konnen, heiflen regulir.
3.2 Vereinfachungsregeln fiir regulire Ausdriicke

Bei der Beschreibung von reguldren Sprachen konnen komplexe Ausdriicke entstehen, die
sich vereinfachen lassen.



Def.: Zwei regulire Ausdriicke E; und E, heiflen dquivalent (Notation: E; = E;) wenn gilt:
L(E)) = L(Ey).

Satz: Seien R, S, T regulire Ausdriicke. Es gelten folgende Aquivalenzen:

R+S =S+R Kommutativitit
R+S)+T =R+(S+7T) Assoziativitit +
RS)T =R (ST Assoziativitdt Konkatenation
J+R =R+ =R Einheit +
eéR =Re=R Einheit Konkatenation
YR =RO =0 Nulloperator Konkatenation
R (S +T)=RS+RT Distributivitit
(S+T)R=SR+TR
R+R=R Idempotenz
(R¥)* =R*
(e + R)* =R*
D* =¢
e* =¢
(¢e+R)R* =R* (¢ +R) =R*
RR* = R*R
R* + R =R*
€ + RR* = R*

Beispiel 1: Beweis fiir R (S + T) =RS + RT

we L(R(S+T)) w=uvmitue L(R)und[ve L(S)oderv e L(T)]
w=uvmit [ue L(R)und v e L(S)] oder [u e L(R) und v e L(T)]
w € L(RS+RT)

Bemerkung:

Obige Gleichungen gelten fiir beliebige reguldre Ausdriicke R, S, T, d.h. wir konnen beliebige
konkrete regulidre Ausdriicke iiber dem Alphabet fiir die (Meta-) Variablen R, S, T einsetzen.
Man kann zeigen, dass es fiir den Nachweis der Giiltigkeit einer Gleichung geniigt, die
Variablen selbst als Zeichen des Alphabets aufzufassen (oder durch Zeichen eines Alphabets
zu ersetzen) und die Gleichheit/Ungleichheit der dadurch beschriebenen Sprachen zu zeigen.

Beispiel 2: um nachzupriifen, ob fiir alle R, S gilt: (R+S)* = R* + S* geniigt es zu priifen, ob
(r+s)* =r* + s*, wobei r und s Symbole aus einem Alphabet sind. In diesem Fall:

L((r+s)*) ={e, 1, s, IT, IS, SI, SS, ITT, ITS, I'ST, I'SS, SIT, SI'S, SST, SSS, ...}
L( r*+s*) ={e, r,1r, 111, ... }U {E, 8, S8, 888, ...}

1s in der ersten, aber nicht in der zweiten Sprache, deshalb gilt obige Gleichung nicht.

Beispiel 1 entsprechend: L(r(s+t)) = {rs, rt} = L(rs+rt)



3.3 Reguldre Sprachen und endliche Automaten
Satz: Sei L eine regulédre Sprache. Es gibt einen endlichen Automaten, der L akzeptiert.
Beweis durch Induktion iiber den Aufbau des regulidren Ausdrucks E, der L reprisentiert.

Induktionsanfang:

E=¢ Automat: ] eps

E=0 Automat: —'O @
E=a Automat: —--O—a-©

Induktionsschritt: Seien E; und E; regulidre Ausdriicke, fiir die endliche Automaten M; und
M, konstruiert werden konnen (Induktionsvoraussetzung). Wir haben bereits im Kapitel 2
gezeigt, wie aus M| und M; endliche Automaten fiir Vereinigung, Konkatenation und Kleene-
Abschluss von Sprachen erzeugt werden konnen. Damit existieren also auch Automaten fiir
die regulidren Ausdriicke (E+F), (EF) und E*.

g.e.d.

Satz: Sei L die von einem DEA A akzeptierte Sprache. L ist regulidre Sprache.

Beweis: Wir konstruieren einen regulidren Ausdruck R, der L(A) représentiert.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit seien im folgenden die Zustinde von A Q={qy,...,qn},

qi der Startzustand, F={qs,...,qs} die Menge der Finalzustinde. Weiter definieren wir fiir 1,]
e{l,...n} und k €{0,...,n}regulédre Ausdriicke Ri,jk, so dass gilt::

L(Ri,jk):{x ey’ I8*(qi,x) = qj, alle zwischen q; u. g; durchlaufenen Zustinde haben Index <k}
Wir zeigen durch Induktion iiber k, dass sich all diese Sprachen durch regulédre Ausdriicke
beschreiben lassen.
Induktionsanfang (k=0)
Fiir i #j gilt: Ri,jO =a+...+ay , wobei {aj,....am}={a € X108(q;,a) = qj}

Ri,jO:Q , falls m=0, d.h. g; kein direkter Nachfolger von q;
Fiiri = gilt: Ri,io =e+a+...+a, , wobei {ay,...,an}={a e X 103(q;,a) = q;}
Induktionsschritt: (Induktionsvoraussetzung: es existieren alle Ausdriicke Ri,jk)

Ri" =Ri* + Rixrt" Ris1e1) Riar

Der regulidre Ausdruck R fiir L(A) ist R=R; ¢" + ... + Ry &". Es gilt L(A)=L(R).

ged.



Ausfiihrliche Erlduterung des Beweises:

Sei A ein Automat, gegeben durch Q={qy,...,qn}, Startzustand q;, Finalzustinde F={qsi,...,qss}-
Weiter seinen i,j € {1,...,n} und k € {0,...,n}.

Wir konstruieren Sprachen, die uns von einem Zustand q; in einen Zustand g; bringen. Wenn
es gelingt, diese Sprachen durch reguldre Ausdriicke zu charakterisieren, folgt, dass die
Sprache des Automaten regulér ist. Die Sprache des Automaten ist dann nimlich die
Vereinigung der Sprachen, die uns vom Startzustand in die verschiedenen Finalzustinde
bringen.

R;; wird den regulidren Ausdruck bezeichnen, dessen Instanzen den Automaten vom Zustand
qi in den Zustand g; iiberfithren, d.h. wenn w € L(R;;), dann  (qi,w)=g;.

Da aber eventuell verschiedene Pfade von q; nach ; existieren und wir nicht alle auf einmal
betrachten konnen, schrianken die moglichen Wege durch den Automaten zunichst ein und
erweitern sie dann, bis keine Einschrinkungen mehr vorliegen. Diese Einschrinkung sei
durch den Parameter k (€ {O0,...,n}) folgendermalen definiert.

L(Ri,jk)={X€ P *(qi,w)=qj und alle zwischen q; und q; durchlaufenen Zusténde haben einen
Index <k}

D.h. xe L(Ri,jk) falls x=x;...x; und die Zustandsiibergénge sehen folgendermalen aus, wobei

il,...,ir-1 <k:

x1 Xr

2
bl — 2 e gz — 2 el gin e

qi

Falls i>k, darf also g; nicht mghr in dem umrandeten Kasten vorkommen, analog fiir j. Fiir
k=0 miisste also ein direkter Ubergang (ohne einen Zwischenzustand) von g; nach g
existieren, da jeder Zustand einen Index>0 hat.

Der Beweis erfolgt dann per Induktion iiber k, beginnend mit 0. Dabei werden reguldre
Ausdriicke definiert, die einen direkten Ubergang zwischen zwei Zustinden beschreiben.

Sei also k=0:
Fiir 1 # j gilt:

Ri,jO =aj+...+anm , wobei {aj,...,an}={a € L 13(q;a) = q;}

@ Ri,jO:Q , falls m=0, d.h. g; ist kein direkter Nachfolger von ¢;
Fiir 1 = gilt:
Beachte — prinzipiell gilt 6 (q, € )=q
al,..,am
Ri,i0:£+a1+...+am , wobei {ay,...,an}={a e X 13(q;,a) = qi}
e Dabei kann m wie oben O sein (dann ist Ri,io =¢€).

Es sollte einleuchtend sein, dass die gegebenen Ausdriicke, die richtige Sprachen beschreiben.
Wenn z.B. kein direkter Nachfolger q; fiir einen Zustand q; existiert, gibt es auch kein Wort,
das einen Ubergang ohne Zwischenzustinde erlaubt, also ist diese Sprache leer. L( @) ist aber
die leere Sprache also ist & genau der passende reguldre Ausdruck.



Beim Lesen eines leeren Wortes bleibt der Automat im selben Zustand, also muss das leere
Wort zur Sprache gehoren, falls i=j.

Als Induktionsvoraussetzung seien alle reguldren Ausdriicke Ri,jk gegeben.
In jedem Induktionsschritt erhoht sich k um 1, d.h. wir lassen einen weiteren Zustand (qk+1)
fiir die Ubergiinge zu. Es gibt nun zwei Moglichkeiten fiir den Ubergang von q; nach g;.
Rijk - Qk+1 wird nicht durchlaufen, d.h.
alle Zustidnde haben einen Index
< k — dieser Pfad (griin) ist also
durch Rj,jk beschreibbar.
- Qk+1 wird durchlaufen. In diesem
Fall miissen wir zunéchst von g;
nach qx+; kommen (dabei wird kein Zustand mit Index >k durchlaufen, denn sonst
wiren wir ja schon bei qx4; und g4, etc. diirfen sowieso noch nicht benutzt
werden), und am Ende von qi,1 nach q;. Dazwischen ist eine beliebig lange
Schleife von qx;; nach qyx+; moglich. Dieser Pfad (rot) ist durch den reguldren
Ausdruck Rij1"(Ris141) Ris1; beschreibbar.

Rijk+Lk  prgiker e RirLik

Folglich ist Ri,jk+1= Ri,jk + Rijrt "Rir ks’ Rk+1,jk — es sollte klar sein, dass auch Ri,jk+1 wieder
ein regulidrer Ausdruck ist. Beachten Sie, dass in der Tabellennotation Rj,jk+1 ausschlieBlich
aus Elementen der Vorgingerspalte berechnet wird.

Erklarung, warum (Ryq k+ lk)* und nicht (Rk+1,k+1k+1)*, obwohl die Schleife doch offensichtlich
gk+1 durchlduft: Das steckt in dem Stern. Ein Durchlauf von qx,; nach qx+;, wobei
zwischendurch gk, eventuell mehrfach durchlaufen wird kann interpretiert werden als viele
nacheinander ausgefiihrte Durchldufe von gy, nach qx+;, wobei in keinem mehr gy
durchlaufen wird.

qk+1 > gk+1 > T gk+l qgk+1 — ... 1 gk+l — ... 1T gk+l

Fiir k=n existieren keine Beschrinkungen mehr, was die Pfade vom Startzustand zu den
Finalzustéinden betrifft, also ist die Sprache des Automaten durch L(A)=L(R; ¢ +...+ Ry ")
beschreibbar.

Beispiel: Sei der folgende Automat gegeben.

a
b

a° Da der Automat nur einen Finalzustand hat, interessieren
a

b
) eigentlich nur die fiir die Berechnung von R 5° nétigen
00 Ausdriicke (das sind nicht alle angegebenen).

ili|R} [Ry (€ +b)'=b" R (E+a)=a Ri;j (E£+baab)=(baab)

1[1] E4b|(E+b)+(E+b)b (E+b)= b |p'+(b'a)a’ D = b

1{2]a a+( € +b)b a=a+b a= ba |bat(ba)a(E+a)= baa

131D | D+(e+b)p D= D | D+ baa’ b= b'a’ab | baabr(baab) (baab)( & +b'a’aby=
ba*a*b+(b§i1b)£baab):
(baab) (b a ab)

2111 | D+ b'(€+b)= %) D+(€+a)a D= %) & +('b) (b"a"ab)” bb'=a’b (b'a"ab)’ bb"

22| E+al(g+a)+Dba= E+a | (E+a)+ (E+a)a (E+a)= a

213|b b+ @ b D= b b+(€+a)ab=b+ab= ab

3]1]b b+bb (€ +b)=b+bb +bb'b=bb" | bb'+ (b*a)a" D = bb*

3/2]|a a+bb a=( & + bb)a= b'a |ba+(ba) (€+a)= baa

313| € E+bb D= £ £ +(b*a)a*b= £+b'a’ab




Hinweis: da in allen R;; mit demselben Index k+1 (Rk+1,k+1k)* als Teilausdruck vorkommt, ist
dieser in den Spaltenkopfen notiert und vereinfacht. In den einzelnen Zellen wird er dann
schon vereinfacht angegeben.

Ein weiteres Beispiel: Gegeben sei der DEA A = ({1,2}, {a,b}, 3, 1, {2}) mit

d(l,2) =06(2,a) =1
d(1,b) =8(2,b) =2

Da nur 2 akzeptierend ist R = R 122.Wir erhalten rekursiv folgende Ausdriicke:
2 1 1 1y* 1

Ri;"=Rj2 + Rz (Ry) Ry
1 0 0 NS 0

R =Rz + Ry Ryr) Ryp

Rzzl = Rzzo + R210 (Rllo)* R120

RIQO = b

RHO =€+a
0

Ry, =¢e+ b

R210 =a

also:

R, =b+(e+a)(e+a) b=b+(e+a)(a) b=b+ab=a*b
Ry'=(e+b)+a(e+a) b=(e+b)+aa) b=e+ab

Ri’=a*b+a*b(e+ab) (e+ab)=a*b(e+ab) =a*b(a’b) =(atb)b

Satz: Die Menge der reguldren Sprachen ist abgeschlossen unter (1) Vereinigung, (2) Schnitt,
(3) Komplement, (4) Produkt (Konkatenation), (5) Stern.

folgt unmittelbar aus der Aquivalenz regulire Sprachen / von endlichen Automaten
akzeptierte Sprachen und den Konstruktionen am Ende von Kapitel 2.



3.4 Das Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen

Vorbemerkung:
gegeben DEA mit n Zusténden.
Eingabe eines Wortes w der Lange = n: mindestens ein Zustand mehr als einmal erreicht.

o8

Beispiel: Eingabe abab erreicht 2 zweimal:

a fiihrt hin, ba Schleife, b zu 3.

Schleife kann offensichtlich beliebig oft durchlaufen werden, d.h nicht nur abab wird
akzeptiert, sondern auch a ba ... ba b, wobei das ba beliebig of wiederholt wird.

Satz (Pumping Lemma, uvw-Theorem):
Sei L eine regulidre Sprache. Dann gibt es eine Zahl n, so dass sich alle Worter x € L mit x| >
n zerlegen lassen in X = uvw, so dass gilt:

1. vl>1,
2. luvl <n, .
3. fiir alleie {0,1,2,...} ;uv'w e L.

Lemma hat Form einer Implikation: wenn ... dann (nicht Aquivalenz!). Formaler:

L regulér :
=3nVx.xe LundIxI>2n=>Fu,v,w. [x=uvwund luviI<nund Ivl>1und Vi.uv'w € L]

Kontraposition:

Vnadx.xinLundIxI>2nund V u,v,w. [Xx=uvwund luvl<nund vl > 1 =>31. uv'w ¢ L]
=>
L nicht regulér

insbesondere niitzlich, um zu zeigen, dass bestimmte Sprachen NICHT regulir sind!

Widerspruchsbeweis nach folgendem Schema:

Zu zeigen: Sprache L, deren Definition vorliegt, ist nicht regulér.

Wir nehmen an, L. wire regulér, suchen ein Wort w aus L (abhiingig von n), so dass sich aus
dem Pumping Lemma ergibt, dass auch ein w' in L sein miisste, von dem wir aber wissen,
dass es nicht zu L. gehort. Damit ist die Annahme, L sei reguldr, widerlegt.

Beispiel 1: L= {a'b'i>1}

Wir zeigen, dass L nicht regulir ist.

Angenommen, L wire regulir. Sei n die Zahl aus dem Pumping Lemma (Pumping Zahl).
Betrachte a"b" € L. Dieses Wort lisst sich nach dem Pumping Lemma in uvw zerlegen.
Aufgrund von Bedingung 2 kann v nur aus a's bestehen. Sei k > 0 die Anzahl der a's in v. Fiir

beliebiges j > 0 muss a"*@*b" zu L gehoren. Das fiihrt z.B. fiir j=0 zum Widerspruch zur
Definition von L, denn a"*b" ist nicht in L. L ist also nicht regulr.
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Beispiel 2: L = {w € {a,b}* | w enthélt mehr a's als b's}

Angenommen, L wire regulir. Sei n die Zahl aus dem Pumping Lemma (Pumping Zahl).
Betrachte b"a""' € L. Dieses Wort liisst sich nach dem Pumping Lemma in uvw zerlegen.
Aufgrund von Bedingung 2 kann v nur aus b's bestehen. Sei k > 0 die Anzahl der b's in v. Fiir
beliebiges j > 0 muss b™*b*a™"! zu L gehoren, was der Definition von L widerspricht, denn
z.B. fiir j = 2 erhalten wir ein Wort, das nicht mehr a's als b's enthdlt. L ist also nicht regulér.

3.5 Entscheidungsprobleme

Zu untersuchende Entscheidungsprobleme im Kontext reguldrer (und anderer) Sprachen:

Wortproblem: gegeben w, gehort w zu L?
entscheidbar fiir reguldre Sprachen:
konstruiere DEA, teste, ob w zu akzeptierendem Zustand fiihrt

Leerheitsproblem:  ist L =?
entscheidbar fiir reguldre Sprachen:
konstruiere DEA, teste, ob ein akzeptierender Zustand erreichbar

Endlichkeitsproblem: ist L endlich?
entscheidbar fiir reguldre Sprachen:
konstruiere DEA der nur erreichbare Zustinde enthilt, teste, ob ein
Zyklus im Automaten existiert, von dem aus Endzustand erreichbar

Schnittproblem: ist Ly N L, leer?
entscheidbar fiir reguldre Sprachen:
konstruiere Kreuzproduktautomaten, teste auf Leerheit

Aquivalenzproblem: ist Li=1, ?
entscheidbar fiir reguldre Sprachen:
konstruiere Minimalautomaten, teste ob diese (bis auf Benennung der
Zustinde) iibereinstimmen

3.6 Reguldire Sprachen und Syntaxdiagramme

Bei der Beschreibung von Programmiersprachen werden oft Syntaxdiagramme wie das
folgende verwendet:

| ©
N, T ’[:@}_’

Die durch ein Syntaxdiagramm beschriebene Sprache ist die Menge aller Worter, die durch
Aneinanderreihung der Symbole entsteht, die man beim kompletten Durchlauf des Graphen
vom Eingang (hier links) in Pfeilrichtung bis zum Ausgang (hier rechts) ,,besucht®. Im
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Beispiel ist die Sprache die Menge aller Folgen von 0 und 1 mit Mindestlédnge 1, wobei
optional ein + oder ein — vorangestellt werden kann.

Auch reguldre Ausdriicke a # & sind durch Syntaxdiagramme beschreibbar, wie wir induktiv
iber den Aufbau von o zeigen wollen:

a=¢€ >
a=aa€c X _@_>
o =Py —| Diagramm fiir B‘—PI Diagramm fiir y |—>

o= P+y <|—>1 Diagramm fiir B |—
>
_;l Diagramm fiir y I—

o =P* >
Diagramm fiir 3

Es lassen sich damit alle reguldren Ausdriicke bis auf & mittels Syntaxdiagrammen darstellen.

Umgekehrt kann man auch zeigen, dass sich wiederum jedes Syntaxdiagramm in einen
endlichen Automaten iiberfiihren ldsst, der dieselbe Sprache akzeptiert. Damit stellen
Syntaxdiagramme eine weitere Moglichkeit dar, regulidre Sprachen — bis auf die leere —
darzustellen.



